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"Meu objetivo e expor uma ciencia muito nova que trata de urn 
tema muito antigo. Talvez nada na natureza seja mais antigo que o 
movimento..." 



Galileu Galilei 



"Ofereco este trabalho como os principios matematicos da 
filosofia, pois toda a tarefa da filosofia parece consistir nisto — a 
partir dos fenomenos de movimento investigar as forcas da 
natureza, e depois a partir destas forcas demonstrar os demais 
fenomenos..." 

Isaac Newton 



"Partindo destes principios... Newton conseguir explicar os 
movimentos dos planetas, luas e cometas, ate os mi'nimos detainer 
assim, como as mares e o movimento de precessao da Terra — uma 
realizacao dedutiva de magnificencia unica". 

Albert Einstein 
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Aftesentacao 



Esta 4. a edicao do Volume 1 de Fisica Basica incorpora uma nova formatacao grafica e 
algumas atualizacoes e revisoes de texto. 

A If edicao, publicada ha duas decadas, era em formato manuscrito. Na epoca, nomeado 
a minha revelia diretor do Instituto de Fisica da USP, nao teria tido tempo para rever provas 
tipograficas, e a redacao manuscrita, durante noites, fins de semana e feriados, viabilizou o 
projeto, alem de baratear o custo para os estudantes. Na 3. a edicao, o mesmo objetivo requeria 
a formatacao traditional mais compacta, mantendo as ilustracoes da versao manuscrita. 

Nesta nova edicao, todas as ilustracoes foram refeitas. Atualizacoes e revisoes incorporam 
resultados recentes e uma breve secao sobre caos deterministico. 

A dedicatdria "aos estudantes" traduz a principal motivacao: introduzi-los as ideias 
fundamentais da fisica, percebendo-a como um dos instrumentos centrals para a compreensao 
da Natureza, bem como para o desenvolvimento da tecnologia. A enfase e no entendimento 
dos conceitos e princi'pios basicos. 

Atingir esse objetivo e essencial para a formacao tanto do futuro cientista ou professor, 
como tambem de um engenheiro criativo, capaz de acompanhar a evolucao cada vez mais 
rapida do progresso tecnologico, e sobretudo de contribuir para ele. 

As nocoes de calculo e de algebra ou analise vetorial empregadas sao indroduzidas no 
momento em que se tornam necessarias, sempre motivadas pela fisica, sem pressupor 
conhecimentos previos. 

E importante perceber a fisica nao como um edificio acabado, mas como algo que per- 
manece sempre em construcao, inclusive nos seus alicerces. Procurou-se esbocar a evolucao 
historica das ideias, que tambem contribui para compreende-las, e incluir a dimensao humana, 
retratando um pouco dos "herois", como Galileu e Newton, alem de transcrever alguns trechos 
de seus escritos originais. 

Os quatro volumes do curso foram concebidos como um todo coerente, em que os 
conceitos sao introduzidos inicialmente no contexto mais simples e intuitivo, com vistas a 
aplicacoes em topicos futuros. 

Cada volume foi ministrado em um semestre, com seis horas de aula semanais, acrescidas 
de listas de exercicios. Os problemas de fim de capitulo foram planejados para testar o grau 
de compreensao da materia, estimulando o raciocinio e a iniciativa. 

A fisica e uma ciencia experimental. Pressupoe-se que seja ministrado em paralelo um 
curso intensivo de laboratorio, alem de efetuar sempre que possivel demonstracoes em sala 
de aula. 

0 estimulo inicial do Professor Ennio Candotti a preparacao desta obra merece especial 
registro. Agradeco a colaboracao das equipes docentes dos Institutos de Fisica da USP e da 
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UFRJ, bom como do Departamento de Fisica da PUC-Rio. Fui pressionado a completar o 
trabalho pelos estudantes, apos uma longa interrupcao, e a melhor recompensa pelo esforco 
investido vem sendo proporcionada por eles. A paciencia e o empenho do amigo Edgard 
Bliicher para aprimorar a apresentacao foram essenciais. 

Agradego especialmente a minha esposa, Micheline, pela compreensao e apoio constantes. 



Washington, 28 de outubro de 2001 
H. Moyses Nussenzveig 
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1.1 — Para que serve a fisica? 

A ciencia desempenha urn papel muito importante no mundo contemporaneo. Nao era 
assim ha poucas geracoes atras: o desenvolvimento cientifico tem-se acelerado enormemente. 
Tornou-se lugar comum dizer-se que vivemos numa sociedade tecnologica e medir o progresso 
pelo grau de desenvolvimento tecnologico. A tecnologia depende crucialmente da ciencia 
para renovar-se, e tambem contribui para ela, mas nao devem ser confundidas. 

Sem duvida, nossas vidas sao profundamente afetadas pela tecnologia, e de forma que 
muitas vezes esta longe de ser benefica. Basta lembrar os problemas da poluicao e do 
aquecimento global. Os cientistas sao freqiientemente responsabilizados pelos aspectos 
negativos decorrentes de suas descobertas, embora o uso que delas se faz dependa de fatores 
poli'ticos e economicos alheios a sua vontade. Por mais benefica que seja a intencao original, 
ela e freqiientemente deturpada. Por isto mesmo, os cientistas devem ter consciencia de sua 
responsabilidade. 

Varios problemas cruciais de nossa epoca dependem para sua solucao de avancos 
cientificos e tecnologicos, inclusive aqueles que se originam direta ou indiretarnente desses 
avancos. Os problemas da energia e do meio ambiente adquiriram importancia vital. 

A reacao anticientifica existiu desde os primordios da historia da fisica. Basta lembrar o 
exemplo de Galileu. Goethe atacou Newton por sua teoria das cores, dizendo que a essencia 
das cores se percebe num por de sol, e nao fazendo experiencias com urn prisma. E preciso 
reconhecer que a visao cienu'fica do mundo nao exclui nem invalida outras variedades da 
experiencia. Podemos aplicar a acustica, a neurofisiologia e a psicologia ao estudo das 
sensacoes provocadas pela audicao de uma sonata de Mozart, mas ainda estariamos omitindo 
provavelmente o aspecto mais importante. 

A consciencia das limitacoes do metodo cientifico nao nos deve impedir de apreciar sua 
imensa contribuicao ao conhecimento da natureza. A motivacao basica da ciencia sempre 
tern sido a de entender o mundo. E a mesma curiosidade que leva urn menino a desmontar 
urn relogio para saber como funciona. De que sao feitas as coisas? Como e por que se movem 
os corpos celestes? Qual e a natureza da eletricidade e do magnetismo? O que e a luz? Qual a 
origem do universo? Estas sao algumas das grandes questoes que tern sido abordadas pelos 
fisicos. 

A experiencia tern demonstrado que o trabalho de pesquisa basica, motivado exclusi- 
vamente pela curiosidade, leva com freqiiencia a aplicacoes inesperadas de grande importancia 
pratica. O grande experimentador Michael Faraday, logo apos uma conferencia em que havia 
explicado seu recente descobrimento do fenomeno da inducao eletromagnetica, foi questio- 
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nado por alguem da audiencia, que queria saber para que servia o efeito. "Para que serve urn 
bebe recem-nascido?" — foi a resposta. Quase todas as aplicacoes que fazemos hoje em dia 
da energia eletrica decorrem do efeito descoberto por Faraday. 0 transistor, o laser, os compu- 
tadores resultaram de pesquisas basicas em fisica. 

0 trabalho de muitas geracoes demonstrou a existencia de ordem e regularidade nos 
fenomenos naturais, daquilo que chamamos de leis da Natureza. 0 estudo que ora iniciamos 
pode ser empreendido pelos mais diversos motivos, mas uma de suas maiores recompensas 
e uma melhor apreciacao da simplicidade, beleza e harmonia dessas leis. E uma especie de 
milagre, como disse Einstein: "O que a natureza tern de mais incompreensi'vel e o fato de ser 
compreensi'vel." 

1.2 — Relacoes entre fisica e outras ciencias 

A fisica e em muitos sentidos a mais fundamental das ciencias naturais, e e tambem 
aquela cuja formulacao atingiu o maior grau de refinamento. 

Com a explicacao da estrutura atomica fornecida pela mecanica quantica, a quimica pode 
ser considerada de certa forma como sendo urn ramo da fisica. A fisica forneceu a explicacao 
da ligacao quimica, e a estrutura e propriedades das moleculas podem ser calculadas "em 
princfpio" resolvendo problemas de fisica. Isto nao significa que o sejam na pratica, exceto 
em alguns casos extremamente simples. De fato, na imensa maioria dos casos, os sistemas 
quimicos sao demasiado complexos para serem trataveis fisicamente, mesmo com auxilio 
dos computadores mais poderosos disponiveis, o que significa que os metodos especi'ficos 
extremamente engenhosos elaborados pelos quimicos para tratar estes problemas continuam 
sendo indispensaveis. Entretanto, nao temos razoes para duvidar de que as interacoes basicas 
responsaveis pelos processos quimicos sejam ja conhecidas e reduzidas a termos fisicos. 

A situacao com respeito a biologia e ate certo ponto analoga, se bem que a compreensao 
em termos de leis fisicas se encontre ainda num estagio muito mais primitivo. Muitas das 
peculiaridades dos sistemas biologicos resultam de serem eles fruto de uma evolucao historica 
(a teoria de Darwin da evolucao e fundamental na biologia), fator este que nao e usualmente 
considerado para sistemas fisicos. Entretanto, os avancos recentes da biologia molecular tern 
atuado no sentido de estabelecer uma maior aproximacao entre a biologia e a fisica, e a evolucao 
do Universo e o tema central da cosmologia. 

A fisica deve grande parte de seu sucesso como modelo de ciencia natural ao fato de que 
sua formulacao utiliza uma linguagem que e ao mesmo tempo uma ferramenta muito poderosa: 
a matematica. Na expressao de Galileu, "A ciencia esta escrita neste grande livro colocado 
sempre diante de nossos olhos — o Universo — mas nao podemos le-lo sem apreender a 
linguagem e entender os si'mbolos em termos dos quais esta escrito. Este livro esta escrito na 
linguagem matematica". 

E importante compreender bem as relacoes entre fisica e matematica. Bertrand Russell 
definiu a matematica como "A ciencia onde nunca se sabe de que se esta falando nem se o que 
se esta dizendo e verdade" para caracterizar o metodo axiomatico: tudo e deduzido de urn 
conjunto de axiomas, mas a questao da "validade" desses axiomas no mundo real nao se 
coloca. Hilbert, ao axiomatizar a geometria, disse que nada deveria se alterar se as palavras 
"ponto, reta, piano" fossem substituidas por "mesa, cadeira, copo". Conforme o conjunto de 
axiomas adotado, obtem-se a geometria euclidiana ou uma das geometrias nao-euclidianas, 
mas nao tern sentido perguntar, do ponto de vista da matematica, qual delas e "verdadeira". 

Na fisica, como ciencia natural, essa pergunta faz sentido: qual e a geometria do mundo 
real? A experiencia mostra que, na escala astronomica, aparecem desvios da geometria 
euclidiana. 



1.3-0 AAETODO ClENTl'FICO 
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A fisica e muitas vezes classificada como "ciencia exata", para ressaltar seus aspectos 
quantitativos. Ja no seculo VI A.C., a descoberta pela Escola Pitagorica de algumas das leis 
das cordas vibrantes, estabelecendo uma relacao entre sons musicais harmoniosos e numeros 
inteiros (proporcio entre comprimentos de cordas que emitem tons musicais) levou a convicgao 
de que "Todas as coisas sao numeros". 

Embora a formulacao em termos quantitativos seja muito importante, a fisica tambem 
lida com muitos problemas interessantes de natureza qualitativa. Isto nao significa que nao 
requerem tratamento matematico: algumas das teorias mais dificeis e elaboradas da 
matematica moderna dizem respeito a metodos qualitativos. 

Neste curso, a enfase nao sera no tratamento matematico, e sim nos conceitos ilsicos. 
Alguns dos conceitos matematicos basicos que teremos de empregar serao introduzidos a 
medida que se tornarem necessarios. 

1.3 — O metodo rientifico 

Faremos apenas algumas observacoes sobre este tema. 

1) Observagao e experimentagao: sao o ponto de partida e ao mesmo tempo o teste crucial 
na formulacao das leis naturais. A fisica, como ciencia natural parte de dados 
experimentais. Por outro lado, o bom acordo com a experiencia e o juiz supremo da 
validade de qualquer teoria cientifica. Assim, o dialogo Hegeliano: "So pode haver sete 
planetas. — Mas isso contradiz os fatos! — Tanto pior para os fatos! " representa o oposto 
da atitude cientifica. A unica autoridade reconhecida como arbitro decisivo da validade 
de uma teoria e a verificacao experimental de suas conseqiiencias. 

Entretanto, "embora a ciencia se construa com dados experimentais, da mesma forma 
que uma casa se constroi com tijolos, uma colecao de dados experimentais ainda nao e ciencia, 
da mesma forma que uma colecao de tijolos nao e uma casa" (Poincare). 

2) Abstraqao, indugao: Ja se disse que a primeira lei da ecologia e: "Tudo depende de tudo"; 
e por isso que problemas ecologicos sao tao complexos. Em certa medida, o mesmo vale 
para a fisica ou qualquer outra ciencia natural. Quando uma maca cai da arvore, o 
movimento da Terra sofre uma (pequenissimalj perturbagao, e ele tambem e afetado 
pelo que acontece em galaxias extremamente distantes. Entretanto, seria impossi'vel 
chegar a formulacao de leis naturais se procurassemos levar em conta desde o inicio, no 
estudo de cada fenomeno, todos os fatores que possam influencia-lo, por menor que seja 
essa influencia. 

O primeiro passo no estudo de urn fenomeno natural consiste em fazer abstracao de 
grande numero de fatores considerados inessenciais, concentrando a atencao apenas nos 
aspectos mais importantes. O julgamento sobre o que e ou nao importante ja envolve a 
formulacao de modelos e conceitos teoricos, que representam, segundo Einstein, uma "livre 
criacao da mente humana". 

Urn bom exemplo e o conceito de "particula" na mecanica. Na geografia, em que o globo 
terrestre e o principal objeto de estudo, e preciso, para muitos fins, levar em conta as 
irregularidades da crosta terrestre. Ao estudar o movimento de rotacao da Terra em torno de 
seu eixo, podemos considera-la, em primeira aproximacao, como uma esfera n'gida uniforme. 
Ja quando estudamos o movimento de translacao da Terra em torno do Sol, considerando 
que o diametro da Terra e menor que urn decimo-milesimo de sua distancia ao Sol, podemos 
desprezar suas dimensoes, tratando-a como uma particula ou "ponto material". Temos assim 
estagios sucessivos de abstracao {Fig 1.1) na representacao de nosso planeta: 
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Figura 1.1 Estagios sucessivos de abstracao na representacao da Terra. 

A arte do teorico esta em julgar o que e como abstrair, o que e essencial e o que e acessorio. 
0 experimentador enfrenta problemas analogos: eliminar "efeitos espurios" e medir apenas 
o efeito desejado e extremamente dificil. So recentemente se descobriu que o Universo inteiro 
e atravessado por radiacao eletromagnetica, proveniente da Grande Explosao da qual se 
teria originado, e que pode produzir efeitos importantes na escala quantica. 

Uma vez atingido certo estagio no desenvolvimento de conceitos e modelos, pode-se 
procurar, atraves de um processo indutivo, formular leis fenomenologicas, ou seja, obtidas 
diretamente a partir dos fenomenos observados, como forma sintetica e mais economica de 
descreve-los. Convem frisar que este e apenas um de muitos processos possiveis que tern 
sido empregados na formulacao de leis fisicas. 

3) Leis e teorias fisicas: Um exemplo classico deste processo, que sera discutido no Capitulo 
10, foi a formulacao das leis de Kepler do movimento planetario a partir das observacoes 
feitas por Tycho Brahe. Neste caso, a etapa ulterior, que culminou na obra de Newton, foi 
a formulacao das leis gerais do movimento e da lei da gravitacao universal. O resultado 
foi a elaboracao de uma nova teoria fisica, a teoria da gravitacao, situada dentro de uma 
teoria mais ampla, a mecanica classica. 

Este exemplo ilustra algumas das caracteristicas importantes de uma boa teoria: a) Deve 
ser capaz de reduzir grande numero de fenomenos diversos a um pequeno numero de leis 
simples, mostrando que podem ser deduzidos matematicamente a partir dessas leis basicas; 
b) Deve ter poder preditivo: a partir das leis basicas, deve ser possivel predizer fenomenos 
novos que possam ser comparados com a experiencia. Uma teoria deve sempre ser explorada 
em todas as direcoes possiveis, no sentido de verificacao de suas previsoes. Um dos maiores 
triunfos da teoria da gravitacao universal foi a predicao da existencia de Netuno, feita por 
Adams e Leverrier em 1846. 

4} Dominio de validade: Todas as teorias fisicas conhecidas sempre tern representado 
aproximagoes aplicaveis num certo dominio da experiencia. Assim, por exemplo, as leis 
da mecanica classica sao aplicaveis aos movimentos usuais de objetos macroscopicos, 
mas deixam de valer: (i) para velocidades comparaveis com a velocidade da luz, quando 
aparecem efeitos relativisticos; (ii) para objetos na escala atomica, quando temos de 
empregar a mecanica quantica. 

Entretanto, uma "revolucao cientifica" raramente inutiliza por completo as teorias 
precedentes. A validade aproximada dessas teorias no dominio em que ja haviam sido testadas 
experimentalmente garante, em geral, sua sobrevivencia nesse dominio. Assim, a mecanica 
classica continua sendo aplicavel a uma grande variedade de movimentos macroscopicos. 

Uma nova teoria representa em regra uma generalizacao da antiga, estendendo-a a um 
dominio mais amplo, mas contendo-a muitas vezes como caso particular ou caso limite, valido 
aproximadamente no dominio anterior. Isto nao impede que os conceitos basicos da nova 
teoria possam diferir radicalmente dos anteriores. 
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0 processo de "selecao natural" pelo qual passam as teorias cienti'ficas exige que sejam 
sempre submetidas a uma ampla critica pela comunidade cientifica internacional e ao maior 
numero possivel de testes experimentais. Por isso, o segredo e o dogma sao inimigos da 
ciencia e a liberdade de comunicacao e de pesquisa sao vitais para o seu florescimento. 

Poderia parecer conveniente iniciar desde logo o estudo da fisica pelas leis mais exatas 
conhecidas, uma vez que contem as formulacoes anteriores como caso limite ou caso particu- 
lar. Entretanto, isto nao seria recomendavel, e nem mesmo possivel, por muitas razoes. Do 
ponto de vista pedagogico, e importante comecarmos pelo dominio de fenomenos que nos 
sao mais familiares. A fisica classica, que compreende a maior parte do nosso curso, tern um 
extenso dominio de aplicabilidade, na escala de nossa experiencia cotidiana, e uma boa 
compreensao da mesma tern importancia fundamental para a propria formulacao da mecanica 
quantica. Entretanto, convem nao perder de vista os limites de aplicabilidade das teorias que 
vamos estudar. Sempre que possivel, chamaremos a atencao sobre esses limites. 



1 .4 — Ordens de grandeza. Algarismos significativos. 

Conta-se que o astronomo ingles Arthur Eddington iniciou uma de suas aulas, em certa 
ocasiao, dizendo: "Acredito que o numero total de eletrons no universo (igual ao numero de 
protons) e dado por 15. 747. 724. 136. 275. 002. 577. 605. 653. 961. 181. 555. 468. 044. 717. 914. 
527. 116. 709. 366. 231. 425. 076. 185. 631. 031. 296." Na opiniao dele, este numero representaria 
uma constante fundamental da Natureza, dedutivel teoricamente. 

Embora as ideias numerologicas de Eddington nao tenham encontrado receptividade, 
este exemplo serve pelo menos para ilustrar o fato de que na fisica e freqiiente termos de 
lidar com numeros muitos grandes ou muito pequenos, uma vez que ela abrange o estudo de 
fenomenos que vao desde a escala atomica ate a do Universo. Torna-se necessario assim o 
uso de uma notacao conveniente. 

O numero de Eddington e igual a 2 x 136 x 2 256 , o que ilustra a vantagem da notacao 
exponencial. Convem lembrar algumas regras simples da potenciacao: 

a p a q = a p+q 
a~ p =l/a p ■ 
{a p ) q =a pq 

Usualmente trabalhamos com potencias de 10. 
Exemplo: A velocidade da luz no vacuo e 

c-300.000 km/s = 3xl0 5 km/s 
onde "~" significa: aproximadamente igual a. 

1 km = 10 3 m = 10 5 cm => c - 3 x 10 10 cm/s 

O numero de Eddington, nesta notacao, e ~ 1,6 x 10 79 . 

Algarismos significativos: Na estacao ferroviaria de Campos do Jordao (S.P.), a tabuleta 
com o nome da cidade continha aproximadamente a seguinte informacao: Altitude: 1.698, 
73567 metros. Mesmo sem levar em conta o problema da precisao da medida, e obvio que 
nao tern sentido definir a altitude de uma cidade com precisao de 10" 2 mm! Tambem nao teria 
sentido dizer que o peso de uma pessoa e de 75,342846 kg! 

Embora o absurdo seja patente nestes exemplos, e um erro muito comum, especialmente 
para principiantes, manipular dados numericos preservando um numero excessivo de 
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algarismos. Alem de sobrecarregar inutilmente as operates com estes numeros, acarretando 
grande perda de tempo, e aumentando a probabilidade de erro, isto leva muitas vezes a 
resultados tao absurdos como os acima citados. 

Toda medida e feita com certa margem de precisao, e o resultado so deve ser indicado 
ate o ultimo algarismo significativo. Assim, se o resultado da medida de comprimento de 
uma sala for indicado como sendo 7 m, deve-se subentender uma precisao na medida de ± 
0,5m, ou seja, o resultado obtido foi 7, mas, devido a incerteza, so podemos dizer que esta 
entre 6,5 m e 7,5 m. Se indicarmos o resultado como 7,00 m, subentende-se uma medida 
muito mais precisa, com precisao de ± 0,005 m, ou seja, o resultado deve estar entre 6,995 m 
e 7,005 m. 

Note que 0,0001 so tern um algarismo significativo, ao passo que 0,1000 tern quatro. E 
mais conveniente escrevermos 1 x 10" 4 no primeiro caso, e 1,000 x 10 _1 no segundo, empregan- 
do sempre numeros compreendidos entre 1 e 10 seguidos de uma potencia apropriada de 10. 
Com esta notacao, o numero de algarismos do coeficiente da potencia de 10 sera o numero de 
algarismos significativos. 

Em operacoes com dados de precisoes diversas, nao tern sentido manter mais algarismos 
significativos do que os do numero conhecido com menor precisao. 

A n n i r"v-» rn on flimnnnonf" r\ r\ 1 i m »~i ml O c o r\ i r\ o n rAmn. f^t~\mr\ m nnfn — 7 i-v-i . 1 o kv/-i 1 inn C OO 

ruanii, cij unnLi unici jciiu. ou.vj vaciucio ^yjiiiyj. \^winpi uuiaiiAJ — i in / iai yui a - \j,t-\j 

m, nao tern sentido calcular o perimetro como 2 x 7 + 2 x 5,23 = 24,46 m: os dois algarismos 
decimals nao sao significativos, uma vez que o comprimento so e conhecido com precisao de 
± 0,5 m. Devemos usar para o calculo 2x7 + 2x5 = 24 m. 

A precisao de uma medida tambem pode ser indicada explicitamente: p/ex., 26,2 ± 0,3 m 
significa que o resultado obtido foi 26,2, mas, levando em conta a precisao da medida, poderia 
estar compreendido entre 25,9 m e 26,5 m. 

E de grande importancia para um fisico saber fazer rapidamente estimativas de ordens 
de grandeza, onde em geral nao se mantem mais do que um unico algarismo significativo: o 
importante e obter a potencia de 10 correta. 

Exemplos: 

1} De que ordem de grandeza e o numero de segundos em 1 ano? 

lano ~ 12x30-3,6xl0 2 dias 
onde "~" significa: da ordem de. 

1 dia = 24x60x60~8,6xl0 4 s 
.-.lano ~8,6x3,6xl0 6 s~3xl0 7 s 

2) Em astronomia, emprega-se freqiientemente como unidade de distancia o ano-luz, a 
distancia percorrida pela luz em 1 ano. 

1 ano-luz - 3 x 10 5 km/s x 3 x 10 7 s - 9 x 10 12 km ~ 9 x 10 15 m 

3) De que ordem de grandeza e o numero de celulas contidas no corpo humano? 

Podemos estimar o diametro medio de uma celula lembrando que os menores objetos 
visiveis num bom microscopio otico tern dimensoes da ordem de 1 (im (= 1 micrometro, ou 
micron = 10" 6 m) — dai o nome do aparelho (um fisico se lembraria disto por ser a ordem de 
grandeza dos comprimentos de onda da luz visivel; a relacao entre estes dois fatos sera 
discutida no curso de otica). Sabemos que o diametro medio de uma celula e algumas vezes 
maior, digamos, da ordem de 10(im = 10" 5 m. O volume medio de uma celula sera entao da 
ordem de (10 -5 m) 3 = 10~ 15 m 3 . A ordem de grandeza do volume do corpo humano pode ser 
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estimada como urn cilindro de diametro ~ 40 cm e altura ~ 1,70 m, o que da um volume da 
ordem de % (0,2) 2 x 1,70 -10 1 m 3 (note que nao tern sentido preocupar-se com um fator ~ 2 
numa estimativa como esta). Conclui'mos entao que o numero total de celulas do corpo humano 
cfeve ser da ordem de 10 _1 /10" 15 = 10 14 . Este resultado pode estar errado por um fator da 
ordem de 10 ou 10 2 , de modo que nao faria sentido dar uma resposta como 3,7 x 10 14 , 
conservando fatores numericos que nao merecem nenhuma confianca, dada a imprecisao 
dos dados de que partimos. O que deve ser estimado com o maximo cuidado neste caso (e em 
qualquer problema de fisica) e a potencia de 10. 

1.5 — Medtdas de comprimento 

(a) Unidades 

O metodo mais simples de medir uma grandeza fisica e atraves da comparacao direta 
com um padrao de medida adotado como unidade. Entretanto, isso geralmente so e possi'vel 
em casos muito especiais e dentro de um dominio de valores bastante limitado. Fora deste 
dominio, e preciso recorrer a metodos indiretos de medicao. 

O primeiro padrao relativamente preciso de medida de comprimento so foi introduzido 
apos a Revolucao Francesa, para atender as necessidades da navegacao e da cartografia. O 
metro foi entao definido como sendo 10~ 7 da distancia do Polo Norte ao Equador, ao longo do 
meridiano de Paris. Apos um seculo, para aumentar a precisao, introduziu-se o metro padrao, 
distancia entre dois tracos numa barra mantida de forma a minimizar efeitos de dilatacao 
termica, no Oficio Internacional de Pesos e Medidas em Paris. Replicas deste prototipo eram 
utilizadas para calibracao. 

Em 1960, foi adotada uma definigao muito mais satisfatoria e precisa, em termos de um 
padrao associado a uma grandeza fisica fundamental: o comprimento de onda de uma radiacao 
luminosa caracteristica emitida por atomos de criptonio 86 ( 86 Kr), um gas raro existente na 
atmosfera. Quando a luz emitida numa descarga gasosa e analisada num espectroscopio, 
observa-se um espectro de raias, caracteristico da substantia. Uma raia espectral representa 
luz monocromatica, de comprimento de onda bem definido. Foi escolhida uma raia alaranjada 
do 86 Kr; em termos de seu comprimento de onda \ Kr , definiu-se o metro por 1 m = 1.650.763,73 
l Kr Note que esta definigao implica na possibilidade de medir comprimentos com precisao de 
1 parte em 10 9 ! Isto se faz atraves de metodos interferometricos, que serao discutidos no 
curso de otica. 

Em 1983, decidiu-se adotar um novo esquema, mantendo o prototipo da unidade de 
tempo baseado no relogio atomico (Sec. 1.7), mas substituindo o padrao de comprimento 
por um padrao de velocidade, baseado em outra constante universal, a velocidade da luz no 
vacuo, c. Por definicao, o valor exato de c e 

c = 299.792.458 m/s 

o que, indiretamente, fixa a definicao do metro em termos da definicao do segundo: e a distancia 
percorrida pela luz em 1/c segundos. 

Na pratica, para reproduzir o metro com alta precisao, continuam sendo empregados 
metodos baseados em comprimentos de onda de raias espectrais, utilizando radiacao laser. 

Informacoes atualizadas sobre o Sistema Internacional (SI) de unidades de medida e 
valores das constantes fundamentals da fisica estao disponiveis na rede Internet, no portal do 
National Institute of Standards and Technology: http:// physics.nist.gov. 
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(b) Medida de distancias muito pequenas ou muito grandes 

A Tabela 1.1 da uma ideia da escala de distancias abrangidas pela fisica, com alguns 
exemplos u'picos ilustrativos de ordens de grandeza. 

Metodos de medicao realmente diretos so sao aplicaveis dentro de uma faixa de quatro 
ou cinco ordens de grandeza em torno de nossa escala de tamanho (1 m). Como se medem 
distancias menores ou maiores? 



Distancias pequenas 

Distancias menores, ate valores da ordem dos comprimentos de onda da luz visivel (alguns 
decimos de |im), podem ser medidas por metodos visuais mais ou menos diretos, com o auxilio 
de urn microscopio otico de aumento conhecido. 



TABELA 1.1 — ESCALA DE DISTANCIAS (em metros) 



Unidades 
derivadas 



10 25 — 



10 20 



1 A.L. (Ano-Luz) — » 
= 9.5xlO l5 m 10 15 



1 U.A. (Unidade 
Astronomica) - 



1,5 x 10 n m 10 10 — 



10 5 — 



Raio do Universo 

Objeto mais distante ja fotografado 



Distancia a galaxia mais proxima 

(Grande Nebulosa de Andromeda) 

Distancia ao centro de nossa galaxia (Via Latea) 



Distancia a estrela mais proxima (a-Centauri) 



Distancia a Plutao 



— Distancia Terra-Sol 



1 km 



1 m- 



10° — 



1 cm - 
1 mm 



10" 5 — 



1 |im (micron) 
= lO^m 



1 A(Angstrom)M0-'° 
= 10~ 8 cm 



1 F (Fermi) — +- 10" 15 
= 10-' 3 cm 



Metodo de medida 



Luminosidade 



-Distancia Terra- Lua 
Diametro da Terra 



(~ 1 segundo-luz) 



Altura de um homem 
Insetos 

Bacterias 
Virus 

Dimensoes moleculares 
Raio atomico 



Raio Nuclear 



Paralaxe 
astronomica 



Metodos 
visuais 
± diretos 



Microscopia 
otica 



Metodos 
indiretos 



Microscopia 
eletronica 
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Distancias ainda menores, ate valores da ordem de 10 8 m, que correspondem ao tamanho 
de cadeias moleculares grandes, como os virus, podem ser medidas por microscopia eletronica. 

Conforme sera visto mais tarde, o microscopic* eletronico e analogo ao microscopio otico, 
mas permite atingir aumentos maiores porque emprega, em lugar de um feixe de luz, um 
feixe de eletrons rapidos, que, segundo a mecanica quantica, tambem tern propriedades 
ondulatorias, mas de comprimento de onda bem menor que o da luz visivel. 

Abaixo destes valores, entramos na regiao das dimensoes tipicas moleculares e atomicas. 
Os metodos de medida aqui sao inteiramente indiretos, baseados na analise teorica dos 
fenomenos observados. Um deles emprega radiacao eletromagnetica, ou seja, de mesma 
natureza que a luz visivel, mas de comprimentos de onda da ordem das distancias intera- 
tomicas: sao os raios X. Instrumentos inventados recentemente, o microscopio de varredura 
por tunelamento e o microscopio de forca atomica, permitem observar a superficie de materials 
na escala atomica. Os fenomenos que ocorrem neste domi'nio de distancias so podem ser 
analisados com o auxilio da mecanica quantica. 

Em particular, a natureza ondulatoria dos objetos atomicos introduz limitagoes no proprio 
conceito de "tamanho de um objeto" e na precisao com que o tamanho pode ser definido, 
ligadas ao chamado "princi'pio de incerteza" de Heisenberg. 

As dimensoes nucleares sao "medidas" de forma totalmente indireta. Um metodo 
importante de obter informacoes neste domi'nio e o bombardeio de nucleos com particulas 
nucleares aceleradas a energias elevadas; a eficacia de difusao dessas particulas pelos nucleos 
depende do seu "tamanho". 

Distancias Grandes 

Distancias maiores que algumas dezenas de me- 
tros nao se medem usualmente por comparacao direta 
com um metro. Um metodo usado com freqiiencia e a 
triangulagao, que requer uma distancia conhecida 
para servir de base e um instrumento que permita 
mirar objetos distantes e medir o angulo entre a dire- 
cao da mira e a linha da base, como o teodolito. 

A figura 1.2 mostra como se poderia usar este 
metodo para medir a distancia de um ponto A de um 
terreno a um objeto C inacessivel (por exemplo, do 
outro lado de um rio). A base AB seria a distancia d 
entre duas estacas fincadas no terreno e o teodolito 
seria usado para medir os angulos dos vertices A e B 
do triangulo ABC. Tomando AB de forma que BAC = 
90° e medindo o angulo G = AAc, a distancia incognita 
x = AC e dada por 

x = d tg 6 

E facil estender o metodo ao caso em que BC e um angulo qualquer, medido pelo teodolito 
(verifique!). Para objetos distantes, estaremos lidando sempre com a medida de angulos 
proximos de 90°, e pequenos erros na medida dos angulos podem levar a erros grandes na 
distancia, o que limita o alcance do metodo (e facil ver isto no caso da (1.5.1)). 

Uma variante deste metodo foi usada por Eratostenes no seculo III A. C. para medir o 
raio da Terra. A ideia de que a Terra tern a forma esferica ja era corrente nessa epoca: Aristoteles 




A* d -B 

(Base) 



Figura 1.2 Triangulacao. 

(1.5.1) 
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havia citado como argumento a som- 
bra circular projetada pela Terra 
sobre a Lua sempre que se interpoe 
entre o Sol e a Lua. 

O metodo de Eratostenes esta 
ilustrado na Fig. 1.3. No dia do sols- 
ticio de verao (o dia mais longo do 
ano), na cidade de Siene (atual As- 
wan), ao meio dia, os raios solares 
eram exatamente verticals, o que se 
verificava pela ausencia de sombra 
de uma estaca vertical (direcao de um 
Figura 1 .3 Como Eratostenes estimou o raio da Terra. fio de prumo). 

No mesmo dia, e na hora em que a sombra de uma estaca vertical era mais curta, em 
Alexandria, que fica ao norte de Siene sobre o mesmo meridiano, os raios solares faziam um 
angulo 9 * 7,2° com a vertical. Conhecendo a distancia s entre Alexandria e Siene, Eratostenes 
determinou a circunferencia C = 2n R da Terra pela expressao 

s _ 0 _ 7.2 _ 1 
2nR ~ 360° ~ 360 ~ 50 
o que da C = 27t R = 50 s. O valor de s usado por Eratostenes foi 5.000 "stadia", levando a 

C = 250.000 "stadia" 
Uma estimativa moderna do "stadium"(unidade de comprimento grega) e que equivalia 
a 157 metres, o que daria 

C = 39.250 km 

em lugar de 40.000 km, um erro < 2%! 

Aproximadamente na mesma epoca, o grande astronomo grego Aristarco de Samos 
determinou a distancia Terra-Lua, com precisao comparavel. Para isto, baseou-se tambem na 
sombra circular projetada pela Terra sobre a Lua por ocasiao de um eclipse da Lua. 
Comparando o raio aparente da sombra com o raio aparente da Lua, e conhecendo pelo 
resultado de Eratostenes o raio da Terra, determina-se o raio verdadeiro da Lua R L . Medindo 
o diametro angular aparente 9 L da Lua (angulo subtendido pelo disco lunar visto da Terra), 
obtem-se entao a distancia D da Terra a Lua pela relacao: 2R L = Q L D (0 L em radianos). O valor 
atualmente aceito para D e de « 384.000 km. 

Como a velocidade da luz no vacuo e de « 300.000 km/s, vemos que D corresponde a 
pouco mais de 1 segundo-luz. Nas comunicacoes com os astronautas na Lua, havia um intervalo 
de um pouco mais de 2s entre a emissao de um sinal e a recepcao da resposta. Os astronautas 
montaram na Lua um refletor que foi utilizado para refletir pulsos de luz emitidos da Terra 
por um laser. O intervalo de tempo entre um pulso emitido e o recebimento do "eco" pode ser 
medido com grande precisao, o que permitiu determinar a distancia instantanea Terra-Lua 
com precisao de = 15 cm, ou seja, erro menor que 1 parte em 1 bilhao! E um metodo analogo 
ao radar. 

A determinacao razoavelmente precisa da escala do Sistema Solar (distancias entre Terra, 
Sol e outros planetas) so foi alcangada no seculo 18, empregando um metodo proposto por 
Halley, em que a passagem da orbita de Venus projetada sobre o disco solar era acompanhada 
por observadores em latitudes diferentes. Pareceria mais simples usar o metodo de triangu- 
lacao, com a observagao simultanea de um planeta como Marte por dois observadores em 
pontos diferentes da Terra, separados por uma distancia (base) conhecida. A grande dificuldade 
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deste metodo estava em garantir a simultaneidade das observagoes, ou seja, na sincronizagao 
dos relogios dos dois observadores, que, conforme veremos logo, so se tornou possi'vel na 2. a 
metade do seculo 18. Depois disso, o metodo da triangulagao permitiu determinagoes bastante 
mais precisas da escala do Sistema Solar. Recentemente, o metodo do radar foi aplicado para 
determinar com grande precisao a distancia Terra- Venus. 

0 raio medio da orbita (eliptica) da Terra em torno do Sol e tornado como definindo 1 
Unidade Astronomica (U. A.): 1 U. A. - 1,49 x 10 8 km = 1,49 x 10 11 m. 

A primeira determinagao de distancia fora do Sistema Solar foi feita pelo astronomo 
alemao Bessel em 1838, pelo metodo da "paralaxe 
esteiar", que nada mais e do que o metodo de trian- 
gulacao, tomando como base o diametro da orbita 
terrestre. A paralaxe mede a variacao da direcao em 
que e vista uma estrela a partir de diferentes pontos 
da orbita da Terra. Um intervalo de 6 meses entre as 
observagoes corresponde a tomar como base o 
diametro d da orbita, conforme mostra a figura 1.4 (o 
angulo de paralaxe (p e definido como a metade do 
angulo subtendido entre essas duas posicoes da 
Terra). Mesmo para a estrela mais proxima da Terra, 
ot-Centauri, que esta a 4,3 A. L. (Anos-Luz) de 

distancia, <pja e extremamente pequeno, da ordem de R 1 4 Para | axe este | ar 
0,76" (segundos de arco). Como e muito dificil medir 

angulos tao pequenos com precisao, este metodo so e aplicavel as estrelas mais proximas, no 
maximo ate distancias de algumas dezenas de A . L.. Para uma estrela a 30 A . L. da Terra, a 
paralaxe seria da ordem de 0,1", o angulo subtendido por uma moeda de 1 cm de raio situada 
a - 40 Km de distancia! Ha menos de 200 objetos fora do Sistema Solar (as estrelas dentro de 
~ 10 A.L.) cujas distancias sao conhecidas com erro inferior a 10%, e apenas da ordem de 10 4 
estrelas cujas distancias foram medidas pelo metodo da paralaxe. 

Distancias maiores sao medidas por metodos bem mais indiretos, baseados na relagao 
entre a luminosidade aparente da estrela (que podemos medir), sua luminosidade intn'nseca 
(que temos de inferir) e a distancia. Para uma dada luminosidade intn'nseca, a luminosidade 
aparente cai com o inverso do quadrado da distancia, demodo que o problema se reduz ao de 
determinar a luminosidade intn'nseca. E como se medi'ssemos a distancia a uma lampada de 
100 w (luminosidade conhecida) pela sua luminosidade aparente a essa distancia. A lumino- 
sidade intnnseca corresponde aos "100 vy" da lampada. Para muitas estrelas, podemos deter- 
mina-la atraves de uma relagao que foi descoberto existir entre a luminosidade intnnseca e a 
cor (espectro da radiacao da estrela, que pode ser determinado). 

Um metodo adicional faz uso de estrelas conhecidas como "Cefeidas variaveis", cuja 
luminosidade tern oscilacoes periodicas mensuraveis, de periodo diretamente relacionado 
com a luminosidade absoluta. Este metodo permite determinar as distancias a muitas galaxias 
fora da Via Lactea. Finalmente, pode-se inferir dessa maneira a relagao entre luminosidade 
intn'nseca e tipo de toda uma galaxia (somente a nossa galaxia, a Via Lactea, contem ~ 10 11 
estrelas), e usa-las para determinar distancias as galaxias mais longinquas conhecidas, situadas 
a mais de 10 9 A.L. de distancia. Apenas uma ordem de grandeza acima situa-se o assim 
chamado "raio do Universo", cujo significado sera discutido mais tarde. Progressos recentes 
em cosmologia decorreram do emprego de um novo metodo, utilizando a luminosidade 
maxima das explosoes de uma classe de estrelas chamadas "supernovas do tipo la". 

E importante em todos estes metodos que a passagem de um metodo a outro faz uso, 
para calibragao, de distancias ja determinadas por um metodo anterior. 
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0 carater extremamente indireto na medicao de distancias muito grandes e responsavel 
pela incerteza na determinacao de um parametro fundamental em cosmologia, a constante 
de Hubble, relacionada com a idade do Universe 




Figura 1.5 Coordenadas cartesianas. 



1.6 — Sistemas de Coordenadas 

Distancias e angulos sao utilizados para fixar a posicao de um ponto no espaco, em 
relacao a um dado referencial. 

0 caso mais simples e o de um ponto sobre uma 
superficie plana. Supomos familiaridade com o sis- 
tema de coordenadas cartesianas {Fig. 1.5), definido 
por uma origem 0 e dois eixos ortogonais, em relacao 
ao qual a posicao de um ponto P e definida por suas 
coordenadas x (abscissa) e y (ordenadas): P( x,y). Um 
sistema deste tipo e empregado correntemente para 
localizar uma rua na planta de uma cidade, ou uma 
cidade num atlas geografico. 

No sistema de coordenadas polares (Fig. 1.6), defi- 
nido por uma origem O e uma direcao de referenda 
Ox, a posicao de um ponto P e fixada pela sua distancia r a origem e pelo angulo 6 que a 
direcao OP faz com Ox: P(r, 6). Assim, quando dizemos que Braganca Paulista fica a 60 Km ao 
norte de S. Paulo, temos r = 60 km e 8 = 90° em relacao a direcao de referenda Oeste -» Leste. 

Para fixar a posicao de um ponto no espaco, 
precisamos de 3 coordenadas, que podem ser, por 
exemplo, suas coordenadas cartesianas [x, y, z) em 
relacao a um sistema de 3 eixos ortogonais. Podemos 
■ empregar tambem em 3 dimensoes um sistema 
analogo as coordenadas polares (que discutiremos em 
detalhe mais tarde). Conhecida a distancia r do ponto 
P a uma origem 0, sabemos que ele esta sobre uma 
esfera de centro O e raio r, e podemos fixar a posicao 
de P sobre a superficie curva da esfera atraves de dois angulos. Um sistema deste^ tipo bem 
conhecido e empregado sobre a superficie da Terra, fixando-se a posicao de um ponto atraves 
de sua latitude e longitude. 




Figura 1 .6 Coordenadas polares. 



Rota<;ao_ 
da Terra 



Meridiano 
de 

Greenwich 



0 angulo de latitude X varia entre 0° e 90° ao N 
ou ao S do equador, e o angulo de longitude q> varia 
entre 0° e 180° a L ou O do meridiano de Greenwich. 
Para a cidade de Sao Paulo, por exemplo, X = 23° 33' S 
e (p = 46° 39' O (Fig. 1.7). A latitude e longitude de um 
ponto sobre a superficie da Terra sao dados funda- 
mentals para a navegacao. Como se determinam? 

O problema fundamental, devido a rotacao da 
Terra, e o de encontrar diregoes de referenda fixas 
no espaco. A direcao do eixo de rotagao da Terra e 
(aproximadamente, conforme veremos depois) uma 
tal direcao, e podemos determina-la por observacoes 
astronomicas. 

Se tirarmos uma fotografia de longa exposicao (algumas horas) do ceu noturno, com a 
camera apontada para o norte (no hemisferio norte) ou para o sul (no hemisferio sul), o aspecto 



Equador 



Sao Paulo' 



Figura 1 .7 Latitude e longitude. 
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sera semelhante ao da Fig. 1.8. Cada estrela parece 
descrever um arco de circulo (de comprimento pro- 
portional ao tempo de exposicao), com os circulos 
tendo todos um centro comum, o ponto em que a 
direcao do eixo de rotacao da Terra atravessa a "esfera 
celeste". No hemisferio norte, ha uma estrela bem 
visi'vel proxima deste ponto: Polaris, a "Estrela Polar" 
ou "Estrela do Norte", que ja era conhecida pelos 
navegadores desde a mais remota antigiiidade, e por 
eles empregada para determinar a latitude. 

Assim, para medir a latitude no hemisferio norte, 
basta medir o angulo 0 entre a direcao em que Polaris 
e observada e a vertical local (Fig. 1.9); a latitude X e 
dada por 

>„ = 90 o -e (16.1.) 

0 angulo 0 e chamado de colatitude. 

Para a longitude, o problema era bem mais dificil, 
porque nao se dispunha de nenhum objeto celeste fixo 
sobre o meridiano de Greenwich, ou seja, que 
acompanhe a rotagao da Terra (hoje em dia, existem 
satelites geoestacionarios). A relacao bem conhecida 
entre longitude e fusos horarios mostra que o 
problema se reduz a comparacao entre a "hora local" 
e a "hora de Greenwich", ou seja, a um problema de 
sincronizacao de relogios. Veremos na proxima Secao 
como este problema foi resolvido. 



1 J — Medida do Tempo 

Da mesma forma que uma regua permite medir -distancias marcando intervalos iguais 
de comprimento, um relogio e qualquer instrumento que permita medir o tempo, marcando 
intervalos de tempo iguais. y 

Qualquer fenomeno periodico, ou seja, que se repete sem alteracao cada vez que transcorre 
um intervalo de tempo determinado iperiodo), pode em principio ser associado com um relogio. 
Assim um dos "relogios" mais antigos foi provavelmente associado com o nascer do sol, 
definindo o intervalo de um dia. Galileu utilizou como relogio as suas pulsacoes (batimentos 
cardiacos). 

Como sabemos que os intervalos de tempo marcados por um relogio sao efetivamente 
iguais? A resposta e que nao sabemos. Nao adianta invocarmos a sensacao subjetiva da 
passagem do tempo (tempo psicologico), que esta associado a um "relogio biologico", definido 
pelo ritmo de nosso metabolismo. Sentimos o tempo passar bem mais depressa em companhia 
de uma pessoa atraente do sexo oposto do que numa sala de aula, por exemplo! Sabemos 
tambem que os dias medidos pelo metodo do nascer do sol tern duracao variavel conforme as 
estacoes. 

Tudo que podemos fazer e comparar relogios diferentes e decidir, atraves de tais com- 
paracoes e de argumentos teoricos sobre as leis que governam o fenomeno periodico, qual 
relogio merece maior grau de confianca. Assim, ao definir a duracao do dia pelo pen'odo de 




Figura 1.8 Aspecto de uma foto de longa 
exposicao do ceu noturno. 



Direc^ao Diretjao 
de Polaris de Polaris 
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Figura 1 .9 Colatitude 0. 
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rotacao da Terra, temos a possibilidade de comparar este movimento periodico com outros 
"relogios" astronomicos: os periodos de rotacao da Terra em torno do Sol, da Lua em torno 
da Terra, de Mercurio e Venus em torno do Sol, dos satelites de Jupiter em torno do planeta. 
Observacoes muito precisas mostraram concordancia destes outros "relogios" entre si e 
pequenas discrepancias com a rotacao da Terra, levando a conclusao de que esta rotacao e 
sujeita a pequenas irregularidades, da ordem de 1 parte em 10 8 . Um dos fatores responsaveis 
por elas e o efeito de atrito associado com as mares. 

Atribuindo agora a palavra "relogio" o sentido especifico de um instrumento construido 
para medida do tempo, os relogios mais antigos conhecidos sao os relogios de sol que ainda 
sao encontrados em nossos dias ornamentando jardins. Os mais simples deles baseia-se no 
comprimento da projecao da sombra de uma estaca sobre uma escala graduada. 0 quadrante 
solar, um pouco mais elaborado, projeta a sombra de um ponteiro sobre um quadrante 
graduado. Os relogios solares apresentam o inconveniente de so poderem funcionar durante 
o dia e de marcarem horas nao muito iguais. 

No antigo Egito e Babilonia ja eram empregados 
"relogios de agua" (clepsidras), baseados no escoa- 
mento de um filete de agua, atraves de um pequeno 
orificio no fundo de um recipiente, para outro reci- 
piente contendo uma escala graduada (Fig. 1.10). Um 
dispositivo semelhante foi utilizado por Galileu em 
experiencias basicas de mecanica. Os "relogios de 
areia" (ampulhetas), baseados num principio analogo, 
tambem sao empregados ate hoje. 

Nenhum metodo mais preciso de medir pequenos 
Figura 1.10 Relogio de agua. intervalos de tempo era conhecido ate 1581, quando 

Galileu, comparando as oscilacoes de um lustre da Catedral de Pisa com o ritmo de seu pulso, 
descobriu o isocronismo das oscilacoes do pendulo, ou seja, que o periodo das oscilacoes 
permanecia o mesmo, embora a sua amplitude fosse diminuindo (Galileu, que naquela epoca 
tinha 17 anos e era estudante de medicina, aplicou logo esse resultado em sentido inverso, 
construindo um "pulsometro", pendulo de comprimento padrao destinado a tomar o pulso 
do paciente em hospitais). A partir dessa epoca, comecaram a ser construidos relogios de 
pendulo, acionados por pesos, e tambem relogios acionados por uma mola espiral, 
antecessores dos atuais. 

O estimulo principal para a construcao de relogios mais precisos veio do problema da 
determinacao da longitude. Conforme ja foi mencionado, este problema se reduz diretamente 
ao de comparar a "hora local" com a "hora de Greenwich". Como a Terra gira em torno de 
seu eixo de 360° em 24 hs., uma variacao de 1 h da hora local corresponde a um deslocamento 
de 15° de longitude (= 360724), ou seja, cada grau de longitude equivale a uma variacao de 4 
minutos da hora local. Levando em conta o sentido de rotacao da Terra (Fig. 1.7), vemos, por 
exernplo, que, quando e meio-dia em Greenwich, a hora local verdadeira em S. Paulo (longi- 
tude 46°39'0) e alguns minutos antes das nove horas da manna (para fins praticos, toma-se a 
mesma hora local convencional em todos os pontos de um mesmo fuso horario; no caso, a 
diferenca de hora local convencional seria de 3 horas). 

Para determinar a longitude na navegacao, bastaria portanto transportar a bordo do 
navio um relogio acertado pela hora de Greenwich, e compara-lo, por exernplo, com o meio 
dia local (sol a pino). Mas isto requer um relogio de grande precisao, pois um erro de 1 minuto 
no tempo equivale a (1/4)° = 10 4 Km / 360 « 28 Km. Logo, se um navegador quisesse determinar 
a longitude com erro menor que 0,5° (~ 56 Km ) depois de uma viagem de 6 semanas, o relogio 
nao poderia adiantar ou atrasar mais do que 2 min em 42 dias, ou seja, 3 segundos por dia! 
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A importancia pratica do problema pode ser ilustrada pelo fato de que urn Tratado como 
o de Tordesilhas (1493), dividindo as terras do globo entre Portugal e Espanha, tinha efeitos 
meramente academicos enquanto nao se pudesse determinar que terras estavam situadas a 
leste ou a oeste de urn dado meridiano. Em 1714,0 Parlamento ingles ofereceu o maior premio 
jamais oferecido ate aquela epoca (£ 20.000) a quern inventasse urn metodo pratico de 
determinacao da longitude com erro < 0,5°. Newton, Huygens, Leibnitz e outros cientistas 
ilustres nao haviam conseguido resolver o problema. 

Finalmente, ele foi resolvido por um carpinteiro ingles chamado John Harrison, com a 
construcao de seu "cronometro maritimo". O problema mais dificil era o de compensar os 
efeitos da dilatacao da mola espiral devido a variacoes de temperatura. Apos mais de 30 anos 
de trabalho, Harrison chegou a seu "Modelo 4", que foi testado em 1761, numa viagem de 
Portsmouth a Jamaica. Decorridos mais de 5 meses de viagem, o relogio so se tinha desviado 
de 1 min 53 1/2 s, satisfazendo amplamente as condicoes exigidas. Assim mesmo, o premio 
nao foi pago! Harrison so recebeu a metade em 1765, apos um segundo teste, em que o erro 
foi < 0,1 segundos por dia em 156 dias. Acabou recebendo a segunda metade em 1777, por 
intervencao direta do rei George III. 

A precisao do cronometro maritimo de Harrison era da ordem de 1 parte em 10 5 , 
comparavel a precisao de um moderno relogio "eletrico", baseado nas vibracoes de um 
diapasao e nas oscilacoes eletricas de um circuito. Um relogio de pulso de quartzo, baseado 
em oscilacoes de um cristal de quartzo submetido a um campo eletrico, tern usualmente uma 
precisao da ordem de 1 s por mes, ou seja, ~ 3 partes em 10 7 , mas relogios mais sofisticados 
baseados em osciladores de quartzo atingem uma precisao da ordem de 1 parte em 10 8 . 

Num "relogio atomico", utiliza-se como padrao de freqiiencia uma freqiiencia caracte- 
n'stica associada a uma radiacao (na regiao de microondas) emitida por atomos de cesio 133, 
que por sua vez controla oscilacoes eletromagneticas na regiao de microondas e um oscilador 
de quartzo. A precisao do atual padrao primario de tempo (NIST - Fl) e de 2 partes em 10 15 
(Is em 20 milhoes de anos!). 

Com o relogio atomico, tornou-se facil detetar as irregularidades da rotacao da Terra ja 
mencionadas (da ordem de 1 parte em 10 s ). Ate 1956, a defmicao da unidade de tempo (Is) se 
fazia em termos do dia solar medio, a media sobre um ano da duracao do dia (de meio-dia a 
meio dia), com 1 s = 1/86.400 do dia solar medio. Em 1956, tendo em vista as irregularidades 
na rotacao da Terra, adotou-se uma defmicao baseada na duracao do ano (periodo de revolucao 
da Terra em torno do Sol), mas, levando em conta que esta e tambem variavel (de forma 
, conhecida com grande precisao), relativa a duracao do "ano tropical" 1900 (1 ano tropical e o 
intervalo entre duas passagens consecutivas do Sol pelo equinocio de primavera). Assim, 1 
"segundo das efemerides" foi defmido como a fracao 1/31.556.925,9747 do ano tropico 1900. 
Finalmente, em 1967, foi decidido definir tambem o segundo (como o metro) em termos de 
uma radiacao atomica caracteristica. A defmicao atual do segundo e: 1 s e a duracao de 
9.162.631.770 periodos da radiacao caracteristica do cesio 133 que e empregada no relogio 
atomico. 

Sao comumente empregadas as seguintes designates para fracoes de 1 s: 
1 ms (milisegundo) = 10~ 3 s, 
1 u.s (microsegundo) = 10" 6 s, 
1 ns (nanosegundo) = 10" 9 s, 
1 ps (picosegundo) = 10" 12 s, 
1 fs (femtosegundo) = 10" 15 s 
1 as (atosegundo) = 10 18 s. 
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TABELA 1.2 — ESCALA DE TEMPO (em segundos) 



Unidades 
derivadas 



10 



18 



10 15 — 



10 10 — 



1 a (Ano) - 
= 3.1xl0 7 s 

1 d (dia) 



10 5 



= 8,6x 10 4 s 



1 s 



1 ms 



1 US 



1 ns 



1 ps 



1 fs 



10° - 

10" 3 

io- 5 — 

10- 6 



-^io- 9 

10 -io_ 

-*■ io-' 2 ~ 



10" 20 — 



10 



,-24 



Idade do Universo 
Idade do Sistema Solar 
■ Aparecimento da vida na Terra 

Aparecimento do homem na Terra 

Aparecimento da agricultura 

Duracao media da vida humana 

Periodo da orbita da Terra em torno do Sol 

Periodo de rotacao da Terra 

Tempo levado pela luz do Sol ate a Terra 



— 1 batimento cardiaco 



Periodo medio de ondas sonoras audiveis 



Periodo tipico de ondas de radio 



Tempo levado pela luz para percorrer 1 m 



Pulsos mais curtos produzidos por lasers 

Periodo caracteristico das oscilacoes 
atomicas e da luz visivel 



Periodo de vibracoes nucleares 



/ 

■« — Tempo levado pela luz para atravessar 
um nucleo 



Metodo de medida 



Datacao 
Radioativa 



Medida 
± direta 
com relogios 



Metodos 
eletronicos 



Metodos 
indiretos 



A Tabela 1.2. da uma ideia da escala de tempos abrangidos pela fisica. Como se medem 
tempos extremamente pequenos e extremamente longos, como os indicados nessa tabela? 



Medida de tempos muito curtos 

Os metodos diretos de medida de tempos muito curtos sao metodos eletronicos. Um dos 
instrumentos mais importantes para este fim e o osciloscopio. 

0 "relogio" do osciloscopio e um circuito eletronico oscilante que aplica um sinal oscilante 
a um feixe de eletrons, fazendo-o varrer a tela do osciloscopio de um lado para outro (Fig. 
1.11) com velocidade uniforme conhecida (e um principio semelhante ao empregado num 
aparelho de televisao). 
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Podemos calibrar o aparelho diretamente em 
termos do tempo levado pelo feixe para percorrer 
cada graduacao. Para alguns dos osciloscopios mais 
rapidos atuais, este tempo e da ordem de 1(T 9 s por 
cm. 

Se aplicarmos urn impulso eletrico as placas 
defletoras verticals do osciloscopio, desviando o feixe 
de eletrons de sua trajetoria horizontal o pulso apare- 
cera na tela (Fig. 1.12), e sua duracao podera ser me- 
dida diretamente em termos do numero de gradua- 
tes e da calibracao. 

A duracao de pulsos luminosos de picosegundos 
pode ser medida fotografando o pulso e medindo o 
seu comprimento, uma vez que a velocidade da luz e 
conhecida. Diversas das assim chamadas "parti'culas 
elementares" tern vidas medias da ordem de 10" 24 s, 
que sao medidas por metodos indiretos, baseados na 
interpretacao teorica das interacoes observadas 
dessas particulas. 




Figura 1.11 Varredura. 




Figura 1 .12 Pulso visto num osciloscopio. 



Medida de tempos muito longos 

Que sentido tern falarmos em medir tempos da ordem de milhoes de anos? Tern urn 
sentido historico referente ao passado, ou seja, podemos tentar determinar a idade de objetos 
ou materials (epoca em que foram formados), ou a epoca no passado em que ocorreram 
eventos de interesse. 

0 principal metodo empregado para este fim e o da datagao radioativa. A ideia basica do 
metodo e muito simples, e pode ser compreendida pela seguinte analogia. Se tivermos sobre 
uma chama uma chaleira com agua, e conhecermos a quantidade de agua na chaleira no 
instante em que se inicia a ebulicao, bem como a quantidade vaporizada por unidade de 
tempo, podemos determinar o tempo transcorrido desde o inicio da ebuligao medindo a 
quantidade de agua que resta na chaleira. 

Urn "relogio natural" deste tipo sao as substancias radioativas. A radioatividade foi 
descoberta por acaso por Henri Becquerel em 1896 7 pela sensibilizagao de chapas fotograficas 
que haviam sido guardadas numa gave- 
ta onde havia sais de uranio. Foi desco- 
berto posteriormente que o uranio emite 
radiacoes que o fazem passar por uma 
serie de transmutacoes radioativas (em 
elementos diferentes), ate chegar a um 
elemento estavel, o chumbo. Descobriu- 
se tambem a existencia de um grande 
numero de outros elementos radioa- 
tivos. 

0 decrescimo com o tempo da 
quantidade restante de um elemento 
radioativo nao e proporcional ao tempo 
transcorrido, como no exemplo da cha- 
leira, mas obedece a assim chamada "lei Figura 1.1 3 Decaimento exponential. 




— Ano 



1970 71 72 73 74 75 76 77 78 
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exponencial" da desintegracao radioativa. Para entende-la, vamos de novo recorrer a uma 
analogia. Consideremos urn pais hipotetico onde a taxa de inflacao seja 100% ao ano. O grafico 
da Fig 1.13 mostra como evoluiria em funcao do tempo o valor aquisitivo de uma soma fixa 
dessa moeda, equivalente a 800 unidades no ano de 1970. Ao fim de cada ano, o valor se tera 
reduzido a metade do valor no ano anterior. O valor apos x anos sera uma fracao do valor 
inicial dada por 



i 



1 _ valor apos x anos 
a valor inicial 

Se conhecermos a, podemos entao determinar o tempo decorrido x, em anos , por: 

(^)anos = log 2 a (1.7.2) 

O tempo que leva para se passar de urn dado valor a metade desse valor chama-se meia- 
vida. No exemplo acima, a "meia-vida" do poder aquisitivo da moeda e de urn ano. 

O numero N de atomos numa amostra de uma substancia radioativa tambem obedece a 
lei exponencial de desintegracao, com meias-vidas que podem variar desde fracoes de segundo 
ate bilhoes de anos, conforme a substancia. Costuma-se designar por T V2 a meia-vida; por 
exemplo, para U 238 (uranio 238), T V2 « 4,5 x 10 9 anos. Se N 0 e a populacao inicial de atomos 

rariinativnQ frmmprn l'nirinl n n nmnctrQl annc H^rApriHn nm tomnn f /run m^nnnnn/JA ^ 

x = t/T V2 meias-vidas (1.7.3) 
a populacao se tera reduzido a uma fracao 

1 N(f) 



a N Q 



(1.7.4) 



do valor inicial, onde Mr) e o numero de atomos radioativos no instante t. Combinando as 
equacdes acima, obtemos o valor do tempo decorrido t: 

t = T V2 \og 2 [N 0 /N{t)] (1.7.5) 

Na aplicacao do metodo de datacao radioativa a medida de tempos muito remotos no 
passado, tern importancia fundamental o fato de que os atomos radioativos sao relogios de 
muita confianca, "'a prova de choques", porque as amostras analisadas terao sido submetidas 
a tremendas variacoes de pressao, temperatura e outras condicoes ambientais. A meia-vida 
da desintegragao radioativa nao e afetada por esses fatores, porque depende apenas de 
processos envolvendo forcas de interacao e energias nucleares, muito maiores do que as que 
estao associadas as flutuacoes do ambiente. 

Datacao geologica pelo K 40 

Urn dos metodos mais empregados de datacao geologica baseia-se nas propriedades de 
urn isotopo radioativo do potassio, o K 40 . O isotopo de ocorrencia mais comum, que e estavel, 
e o K 39 , e a abundancia relativa atual numa amostra de potassio e de 1 atomo de K 40 para cada 
8.400 atomos de K 39 . 

A meia-vida do K 40 e: T V2 = 1,3 x 10 9 anos. Como sabemos disto? Nao e esperando urn 
bilhao de anos para ver uma populacao inicial reduzir-se a cerca da metade! A meia-vida de 
uma substancia radioativa pode ser medida detectando as radiacoes por ela emitidas; o numero 
de contagens do detector permite medir a fracao dos atomos que se desintegram por segundo, 
determinando assim T 1/2 . Para uma amostra macroscopica, em que a populacao de atomos 
radioativos pode ser da ordem de 10 20 atomos, isto leva a urn numero de contagens por segundo 
facilmente detectavel, mesmo para meias-vidas tao longas como a do K 40 . 
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0 K 40 se desintegra de duas maneiras diferentes, que mantem proporcoes fixas entre si: 
12% dos atomos de K 40 se desintegram em argonio 40 (A 40 ), e os 88% restantes em calcio 40 
(Ca 40 ). 0 argonio e urn gas nobre, ou seja, quimicamente inerte (nao se combina com outras 
substancias), e fica preso nos intersticios do material que continha o K 40 , de modo que e 
preservado apos a sua formacao. Isto ja nao acontece com o calcio, que forma varios compostos 
quimicos. 

Suponhamos, por exemplo, que a analise quimica de uma amostra de rocha de 1 g revele 
a presenca de 4,21 x 10~ 2 g de potassio (39 + 40} e 9,02 x 10~ 7 g de argonio (40). O calcio nao 
precisa ser analisado. Qual e a idade da amostra? 

Podemos obter o numero atual de atomos de cada elemento na amostra a partir das 
quantidades em gramas, lembrando que o numero de atomos em 1 mol de K ou A e o numero 
de Avogadro, 

6,02 xlO 23 atomos /mol, 

e que as massas atomicas sao: K 39 -» 39,10; A 40 -» 39,95. Assim, 39,lg de K 39 eqiiivalem a 6,02 
x 10 23 atomos de K 39 , e 39,95 g de A 40 a 6,02 x 10 23 atomos de A 40 . Os dados acima revelam 
entao que ha atualmente na amostra 6,48 x 10 20 atomos de potassio e 1,36 x 10 16 atomos de 
argonio. Dada a abundancia relativa de K 40 , o numero atual de atomos de K 40 e : 

= 6,48 xlO 20 = x 16 dtomos 
8.400 

Por outro lado, todos os atomos de A 40 na amostra provem de desintegracao do K 40 , mas 
so se formam 12 atomos de A 40 para cada 100 desintegracoes de K 40 (as restantes levam ao 
Ca 40 ). Logo, o numero total de atomos de K 40 que se desintegraram deve ser 



12 

'40 



xl,36x!0 =1,133x10' 



e a populacao inicial de K* u na amostra era 

N 0 = 11,33 x 10 16 + 7,71 x 10 16 = 1,90 x 10 17 

Levando estes resultados na (1.7.5), obtemos a- idade da amostra: 

( -i nn A 



t = 1,3 xlO 9 log 2 



1,90 
0,771 



anos, 



log l0 (2,46)/!og 10 2=1,3 

ou seja, a idade da rocha e t - 1,7 x 10 9 anos. Que significa esta idade? O instante 0 deve ser 
interpretado como aquele em que a rocha se formou, ou seja, se solidificou pela ultima Vez a 
partir de material derretido. A maior parte das rochas da crosta terrestre passaram por este 
processo mais de uma vez. 

Alem do K 40 , outros isotopos radioativos de vida longa sao tambem empregados na 
datacao geologica, por exemplo, o U 238 , com T 1/2 = 4,5 x 10 9 anos, e o Rb 87 , com T yz = 5,0 x 10 10 
anos. Quando podemos datar a mesma amostra com base em varios isotopos diferentes, os 
resultados concordam muito bem entre si, justificando a confianca no metodo e nas hipoteses 
em que se baseia. 

As rochas mais antigas encontradas na Terra tern idades da ordem de 3,5 x 10 9 anos; 
fosseis nelas encontrados indicam que as formas mais primitivas de vida ja tinham aparecido 
cerca de 10 8 anos apos a solidificacao da crosta terrestre. 
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A idade da Terra, que podemos identificar com a idade do Sistema Solar, pode ser estimada 
aplicando o metodo de datacao radioativa a amostras que nao tenham passado pelos processos 
de transformacao a que foi sujeita a crosta terrestre. Os meteoritos mais antigos ja encontrados 
tern - 4,7 x 10 9 anos. As rochas lunares mais antigas trazidas pelos astronautas tern ~ 4,6 x 10 9 
anos. 0 acordo e a consistencia entre dados de fontes diferentes permitem interpretarmos 
estes numeros como definindo aproximadamente a idade do Sistema Solar, e portanto tambem 
da Terra. 



Datacao com carbono radioativo 

Nao e por coincidencia que os radioisotopos que ocorrem naturalmente nas rochas sao 
aqueles com T 1/2 > 10 9 anos. E simplesmente porque radioisotopos de vidas mais curtas ja se 
desintegraram praticamente em sua totalidade desde a epoca em que as rochas se formaram. 

Entretanto, existem processos naturais que levam a formacao conti'nua de radioisotopos. 
Conforme foi descoberto por Hess em 1911, a Terra e continuamente submetida ao bombardeio 
de particulas de energias extremamente elevadas, os raios cosmicos. A intenacao dessas 
particulas com a atmosfera da origem a formacao continua de diversos radioisotopos. Urn 
deles, o carbono 14 (C 14 ), desempenha urn papel importante na datacao de eventos ocorridos 
ate ~ 20.000 anos atras, ou seja, na Historia da Civilizacao. A meia-vida do C 14 e 

T 1/2 = 5.730 anos 

O C 14 e formado na atmosfera a partir do nitrogenio (N 14 ) submetido ao bombardeio dos 
raios cosmicos. Por sua vez, a desintegracao do C 14 leva a formacao de N 14 , de modo que se 
estabelece um equih'brio dinamico entre formacao e desintegracao, 

N 14 _ C 14 

levando a uma abundancia relativa fixa e bem definida do C 14 na atmosfera em relacao ao 
isotopo estavel de carbono, C 12 (a proporcao e de 1 atomo de C 14 para - 7,8 x 10 11 atomos de 
C 12 ). O carbono formado entra rapidamente em combinacao com oxigenio na atmosfera, 
para formar C0 2 radioativo. 

Se considerarmos agora o efeito sobre a biosfera, vemos que as plantas assimilam C0 2 
da atmosfera na fotossmtese e exalam C0 2 na respiracao; .as plantas, por sua vez, sao 
assimiladas por animais e o C0 2 tambem e trocado com a atmosfera no metabolismo animal. 
Logo, todos os seres vivos estao em equilibrio com a atmosfera e contem C0 2 radioativo (com 
C 14 ) na mesma proporgao que a atmosfera, enquanto permanecem vivos. 

Isto deixa de valer, porem, quando o ser vivo morre, deixando de trocar C0 2 com a 
atmosfera. A populacao N 0 de C 14 que ele contem ao morrer desintegra-se a partir de entao 
sem que haja novo C 14 introduzido, de modo que a populacao N{t) cai com o tempo t decorrido 
apos a morte segundo a (1.7.5). Comparando a abundancia relativa C 14 /C 12 numa amostra 

ffriQQi] rip nlanta mi animall rnm n \/alnj- Ho ormiliKvin n ^ ki'ndfnnn ( /m^„„„„„ j„ „„ 

, - " ^ — t'-"" "■'■■■■u<j vuin w v uivyi uu i^Ljumui l\J lid U1U.1ILI a \\J U l^UJll^Ctl dilLHJ CIS 

radioatividades correspondentes), pode-se entao determinar o valor de r. 

As hipoteses necessarias para validade do metodo (por exemplo, que a abundancia relativa 
C 14 /C 12 na biosfera nao se alterou significativamente desde a epoca correspondente ao tempo 
f) podem ser testadas, aplicando-o a amostras de idade conhecida (por exemplo, fragmentos 
de arvores cuja idade pode ser determinada pela contagem de aneis no tronco). Os resultados 
mostram que o metodo e de confianca, desde que se tome um certo numero de precaucoes. 

Entre os resultados de grande valor para os historiadores obtidos por este metodo 
podemos citar: amostras de carvao das cavernas de Lascaux (onde foram encontradas pinturas 
prehistoricas) datam de 15.500 ± 900 anos atras; os pergaminhos do Mar Morto datam de 
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1.917 ± 200 anos atras; ha indlcios de civilizagao no Mexico datando de ~ 1500 A.C., o que 
constituiu uma grande surpresa para os historiadores, recuando de 1.000 anos a epoca das 
primeiras civilizacoes conhecidas no Mexico. 

O "tempo absolute" de Newton 

Em seu grande tratado "Os Princi'pios Matematicos da Filosofia Natural", publicado em 
1687, Newton introduziu o conceito de "tempo absoluto", definindo-o da seguinte maneira: 
"O tempo absoluto, verdadeiro e matematico, por si so e por sua propria natureza, flui 
uniformemente, sem relacao com nenhuma coisa externa, e e tambem chamado de duracao". 

Um dos objetivos da discussao detalhada feita acima sobre a medida do tempo foi tornar 
patente o fato de que o tempo fisico e definido em termos de relogios, que sao objetos 
concretos, sujeitos as leis fisicas, como qualquer outro objeto. A atitude expressa por Newton 
ignorando este fato foi em parte responsavel, dada a autoridade de que se revestia, pelo 
preconceito de que o tempo nao poderia ser afetado por qualquer condic, ao fisica. 

Nao podemos saber, a priori, como o andamento de um relogio e afetado por condicoes 
fisicas extremas, muito remotas de nossa experiencia quotidiana, por exemplo, pelo transporte 
do relogio a velocidades extremamente elevadas (comparaveis a velocidade da luz), ou pela 
presenca de campos gravitacionais extremamente intensos. A experiencia mostra que tais 
condicoes de fato afetam a marcha do relogio (efeitos da relatividade restrita e da relatividade 
geral, respectivamente), de forma que hipoteses nao-fisicas sobre o tempo, como a de New- 
ton, tern de ser revistas nessas condicoes. 
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Nos problemas abaixo sobre estimativas, trata-se de estimar ordens de grandeza tipicas. 
Consulte fontes externas (biblioteca, Internet) para obter dados auxiliares. Explique sempre o 
raciocinio empregado para justificar cada estimativa. 

1. Estime o numero de fios de cabelo que voce tern na sua cabeca. 

2. Estime o numero de folhas de uma arvore. 

3. Estime o volume ocupado pelo numero de riotas de R$ 1,00, correspondente a divida 
externa do Brasil. Se pudessem ser empilhadas, que altura atingiria a pilha? 

4. Estime o numero medio de gotas de chuva que caem sobre uma area de 1 Km 2 para uma 
precipitagao de 1 cm de chuva. 

5. (a) Estime o numero de graos de areia da praia de Copacabana (ou de outra que voce 
conheca melhor). (b) Estime o numero de atomos contido num grao de areia. Compare 
as duas estimativas. 

6. Em cada inspiracao, absorvemos cerca de 15% do oxigenio que penetra em nossos 
pulmoes. Num tlpico elevador lotado de um predio de apartamentos, preso entre dois 
andares, quanto tempo levaria para que 10% do oxigenio contido na cabine fosse 
consumido? 

7. Quanto tempo leva a luz do Sol para chegar ate a Terra? E ate Plutao? 

8. Estima-se que a densidade media de materia no Universo corresponde a da ordem de 3 
atomos de hidrogenio por m 3 . (a) Estime a massa total contida dentro do raio do Universo; 
(b) Estime o numero total de nucleons (neutrons e protons) contido nesse volume; (c) 
Compare a densidade media de materia no Universo com a densidade ti'pica no interior 
do nucleo atomico. 
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9. A populacao atual da Terra e da ordem de 5 bilhoes de pessoas, e duplicou em menos de 
50 anos. Se a populacao continuar duplicando a cada 50 anos, qual sera a ordem de 
grandeza da populacao da Terra no ano 3.000? Qual seria a area da superficie da Terra 
dispom'vel por habitante nessa epoca, com as mesmas hipoteses? 

10. Segundo o fisico ingles James Jeans, em cada inspiracao, ha uma probabilidade apreciavel 
de que penetre em nossos pulmoes uma molecula de ar remanescente do ultimo suspiro 
exalado por Julio Cesar. Verifique essa estimativa. 

11. Quando o Sol se poe, decorrem aproximadamente 2 minutos entre o instante em que o 
disco solar encosta no horizonte e sua ocultacao completa. A partir deste dado, estime o 
diametro angular aparente do Sol visto da Terra, em graus e em radianos. 

12. Urn parsec e definido como a distancia a partir da qual uma unidade astronomica (distancia 
media Terra-Sol) seria vista subtendendo um angulo (paralaxe) de 1 segundo. Calcule 1 
parsec em m e em anos-luz. 

13. Admitindo que a idade do Universo e da ordem de 10 bilhoes de anos, que fracao do 238 U 
inicialmente formado ja se desintegrou ? 

14. Analisando uma amostra de rocha, verifica-se que ela contem 1,58 mg de 238 U e 0,342 mg 
de 206 Pb, que e o produto final estavel da desintegracao do 238 U. Admitindo que todo o 
206 Pb encontrado provem da desintegracao do 238 U originalmente contido na amostra, 
qual e a idade da rocha? 

15. No seculo III A.C., o astronomo grego Aristarco 
de Samos estimou a razao d s /d L entre a distan- 
cia d s da Terra ao Sol e a distancia d L da Terra a 
Lua medindo o angulo 0 entre as direcoes em 
que a Lua e o Sol sao vistos da Terra quando a 
Lua esta exatamente "meio cheia" (metade do 
disco lunar iluminado: veja a Fig.). O valor que 
obteve foi 0 = 87°. (a) encontre a estimativa de 
Aristarco para d s /d L . (b) Com base nos valores 
atualmente conhecidos, d s /d L ~ 389. Ache o valor 
real de 0 e critique o metodo de Aristarco. 

16. Em seu tratado "Calculos com Areia", Arquimedes inventou uma notacao para exprimir 
numeros muito grandes e usou-a para estimar o numero de graos de areia que caberiam 
no "Universo" da sua epoca, cujo raio era identificado com a distancia da Terra ao Sol. O 
numero que encontrou, em notacao moderna, seria inferior a 10 51 . Verifique a estimativa 
de Arquimedes. 
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Cafitulo 

MOV1MENTO 
UNIDIMENSIONAL 

2.1 — Velocidade media 

A analise do movimento e um problema fundamental em fisica, e a forma mais simples 
de aborda-la e considerar primeiro os conceitos que intervem na descrigao do movimento 
{cinematica), sem considerar ainda o problema de como determinar o movimento que se produz 
numa dada situacao fisica [dinamica). No presente capi'tulo, para simplificar ainda mais a 
discussao, vamo-nos limitar ao movimento em uma so dimensao — por exemplo, o movimento 
de um automovel em linha reta ao longo de uma estrada. Como muitos aspectos da cinematica 
sao discutidos no curso secundario, vamos restringir o tratamento a apenas alguns topicos 
centrais. 

Para descrever o movimento, precisamos em primeiro lugar de um referential, que, no 
caso unidimensional, e simplesmente uma reta orientada, em que se escolhe a origem O; a 
posicao de uma particula em movimento no instante te descrita pela abscissa correspondente 
x(t). 

Concretamente, podemos pensar no 
seguinte exemplo: x(t) e a posicao na es- 
trada, no instante t, ocupada pelo para- 
choque dianteiro de um carro em movi- 
mento ao longo da estrada (em linha reta). 
Poderiamos determinar x[t), por exemplo, Figura2.1 Movimento unidimensional. 
filmando o movimento do carro e depois 

analisando uma a uma as imagens do filme. Sabendo quantas imagens por segundo sao tiradas 
pelo filmador, saberlamos o intervalo de tempo At (uma fracao de segundo) entre duas imagens 
consecutivas do filme, e poderiamos assim obter o valor de x nos instantes: 0, At, 2At, 
bastante proximos entre si (poderiamos tambem estar filmando simultaneamente um 
cronometro fixo em primeiro piano, para definir o instante correspondente a cada imagem). 

Outro metodo de "congelar" a posicao instantanea de um objeto em movimento e tirar 
uma fotografia de exposicao multipla em que o objeto e iluminado a intervalos de tempo At 
regulares por um "flash" ultra-rapido (estroboscopia). 0 aspecto de uma fotografia deste tipo 
para uma bolinha em queda livre ao longo de uma regua graduada esta esquematizado na 
figura2.2. 

Por um qualquer destes metodos, podemos construir uma "tabela horaria" do movimento, 
do tipo 



Us) 


0 


1 


2 


3 




x (m) 


0 


0,8 


3,1 


1,5 
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ou um grafico, do tipo: 




Flgura 23 Grafico de um movimento. 

O movimento mais simples e o movimento uni- 
forme, em que este grafico e uma reta: 

x{t) = a + bt (2.1.1) 



Figura 2.2 Visao estroboscopica de uma 
bolinha em queda livre. 



Este movimento se caracteriza pelo fato de que per- 
cursos iguais Ax = x 4 - x 3 = x 2 - x\ (Fig. 2.4) sao descritos 
ern intervalos de tempo iguais At = t 4 - i 3 = f 2 - ti 

A velocidade v do movimento e definida por 



v 



_ Ax _ x(f 2 )-x(tj) 



At 



(2.1.2) 



ou seja, e a razao do deslocamento ao intervalo de 
tempo que ele leva para se produzir. Graficamente, v 
representa o coeficiente angular da reta no grafico x 
xt {v = b para a ( 2.1.1)). 

A velocidade se mede em m/s (= m • s~ 1 ), ou cm/s, 
ou km/h, . . ., conforme as unidades adotadas. Note que 
v pode tomar tanto valores positivos como negativos; 
pela (2.1.2), v < 0 quandp Ax < 0 para At > 0, ou seja, 
quando o movimento se da no sentido dos x decres- 
centes (marcha-a-re, no exemplo do carro!). Poderia- 
mos chamar de "rapidez" o valor absoluto da velo- 
cidade, |v|. 

Se aplicamos a (2.1.2) tomando para t 2 um instante t qualquer e para f t o instante inicial 
t 0 , com 

x(t 0 ) = x 0 (posicao inicial), (2.1.3) 
obtemos a "lei horaria" do movimento retilineo uniforme: 




Figura 2.4 Grafico de um movimento 
retilineo uniforme. 



x{t) = x 0 + v{t-t 0 ) 



(2.1.4) 



Qualquer movimento retilineo nao-uniforme chama-se "acelerado". Podemos estender a 
(2.12) a um movimento acelerado definindo v h ^ t2 , a velocidade media entre os instantes U e 
f 2 , com x(t-i) = X\, x(t 2 ) = x 2 , Ax = x 2 - X\, At-t 2 - % por 



x(f 2 )-x(f 2 ) _ Ax 



U-U 



At 



(2.1.5) 
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x 2 



2 ' 










-« At ~ 


1 +~ 



que representa geometricamente, conforme vemos na 
Fig. 2.5, o coeficiente angular (= tg 0) da corda que 
liga os extremos 1 e 2 do arco de curva correspondente 
no grafico x x r. A velocidade media entre tj e t 2 cor- 
responde portanto a velocidade de um movimento 
uniforme que, partindo de x{t<[) em t\, chegasse a xit 2 ) 
em t 2 . 

Assim, para um carro que percorresse a estrada 
Sao Paulo-Rio (suposta retih'nea) em dez horas, a 
velocidade media entre partida e chegada seria de 400 
km/10 h = 40 km/h. Mas isto informa muito pouco 
sobre o movimento durante o percurso. O carro 
poderia ter parado durante algumas horas em algum ponto intermediary, e poderia ter 
desenvolvido velocidades medias bem maiores em algumas etapas do percurso. Seria bem 
mais informativo dar o valor de v em diferentes etapas do percurso, e isto descreveria tanto 
melhor o movimento quanto mais curtas as etapas, pois o erro cometido ao aproximar trechos 
curtos do percurso por movimentos uniformes vai diminuindo a medida que encurtamos 
esses trechos. 



O 



Figura 2.5 Interpretacao geometrica da 
velocidade media. 



2.2 — Velocidade instantanea 

Que significa "velocidade num dado instante f"? 

Para ilustrar este conceito, vamos parafrasear uma anedota utilizada por Feynman em 
seu curso (veja a Bibliografia no final do livro). Ela tern a forma de um dialogo entre um 
estudante (E.) que estava dirigindo seu carro de forma a nao chegar atrasado na aula de fisica 
e o guarda (G.) que o fez parar, acusando-o de excesso de velocidade: 

G.: 0 seu carro estava a 120 km/h, quando o limite de velocidade aqui e de 60 km/h! 

E.: Como e que eu podia estar a 120 km por hora se so estava dirigindo aqui ha cerca de 

1 minuto, e nao durante uma hora? 
G.: O que quero dizer e que, se continuasse em frente do jeito que estava, teria percorrido 

120 km em uma hora. 

E.: Se tivesse continuado sempre em frente, eu teria ido bater no predio da Fisica! 

G.: Bem, isso seria verdade se tivesse seguido em frente por uma hora. Mas, se tivesse 
continuado em frente por 1 minuto, teria percorrido 120 km/60 = 2 km, e em Is teria 
percorrido 2 km/60 = 33,3 m, e em 0,1s teria percorrido 3,33 m, e teria dado 
perfeitamente para prosseguir durante 0,1 s. 

E.: Mas o limite de velocidade e de 60 km/h, e nao de 1,66 m em 0,1s! 

G.: E a mesma coisa: o que conta e a velocidade instantanea. 

[Fizemos apelo a um grau consider av el de licenga poetica nos dotes de C. em materia de 
conhecimentos de fisica e de paciencia, mas e preciso reconhecer que E. tambem tern um 
pouco de razao: e permitido exceder o limite de velocidade em intervalos de tempo 
extremamente curtos, como nas ultrapassagens]. 

A velocidade de um carro usualmente nao sofre nenhuma alteracao apreciavel em 
intervalos de tempo < 0,1 s, de modo que nao e preciso, neste exemplo, tomar intervalos 
menores. Se necessario, para calcular a velocidade instantanea com precisao cada vez maior, 
poderiamos considerar o espaco percorrido em 10~ 2 s, 10" 3 s, ... Quanto menor At (e em 
conseqiiencia tambem o Ax correspondente), mais o valor de Ax/ At se aproxima da velocidade 
instantanea. 
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Exemplo: Na experiencia de queda livre da bolinha 
(Fig. 2.2), o grafico x x ttem a forma de uma parabola 
(Fig. 2.6), x = at 2 , onde, para x em m e f em s, o valor 
de a seria ~ 5 m/s 2 ; tomemos 

x(t) = 5t 2 (2.2.1) 

Qual e a velocidade instantanea para t = 1 s? Com 
centro no instante t = 1 s, calculemos a velocidade 
media (2.1.5) a partir de instantes anteriores e para 
instantes posteriores, tomando At = 1 s, 0,1 s, 0,01 s , 



Figura 2.6 Velocidade media na queda livre. 

x( l)-x(0) = 5-0 
1-0 ~l-0 
x(2)-x(l) 20-5 



o-»t - 



V 



l-»2 



9_ 1 9_1 

x(l)-x(0,9) 5,00-4,05 



0,9-»l 



1-0,9 



1-0,9 



= 5 m/s 
15 m/s 

= 9,5 m / s 



At = l s 



v 



x(l,l)-x(l) 6,05-5,00 



1->U 



1,1-1 



1,1-1 



= 10,5m/s 



> At = 0,1 s 



x(l)-x(0,99) 5,0000-4,9005 n nc . 

^0,99^1 = — : ~ — — = = 9,95 m / s 



1-0,99 1,00-0,99 
x(l,01)-x(l) 5,1005-5,0000 



► At = 0,01 s 



1,01-1,00 



1,01-1,00 



= 10,05m/s 



Como a parabola e uma curva concava para cima, o coeficiente angular da corda que 
liga dois pontos da curva vai aumentando a medida que subimos na curva, de forma que a 
seqiiencia acima deve representar aproximacoes alternadamente por falta e por excesso da 
velocidade instantanea v para t = 1 s: 5 m/s < v < 15 m/s; 9,5 m/s < v < 10,5 m/s; 9,95 m/s < v < 
10,05 m/s, ... o que sugere qual deve ser o valor de v. 

v - 10 m / s para t = 1 s 
Este valor deveria ser obtido como caso limite da seqiiencia quando At -> 0. Com efeito, 

Ax = x(l + At) - x(l) = 5(1 + At) 2 - 5 = 511 + 2 At + (At) 2 ] - 5 = 10 At + 5( At) 2 



v 



x(l + At)-x(l) Ax 10At + 5(At) 2 



1->1+Af 



1 + At-l 



At 



At 



= 10 + 5At -> 10 quando At -» 0 



Note que, quando At -» 0, tambem Ax -> 0, mas o quociente Ax/Attende a um valor finito, 
= 10 m/s no exemplo acima. 



Para uma funcao x(t), o limite 



lim 


x(t 0 + At)-x(t 0 ) 


= lim 










Af^O 


At 


At->0 


{Atj 


t-tc 




(=t 0 



(2.2.2) 
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chama-se derivada de x em relacao at no ponto t 0 . Note que dx e dt sao notacdes. 
No exemplo acima da funcao (2.2.1), obtivemos: 



dt 



= 10 



(em m / s) 



A notacao "lim"(limite) para At -> 0 significa que podemo-nos aproximar tanto quanto 
quisermos do resultado exato tomando At suficientemente pequeno, como fizemos nos calculos 
numericos da pg. 26. O limite acima nem sempre existe para qualquer funcao de t; quando 
existe, a funcao chama-se diferenciavel no ponto t 0 . Geralmente, estaremos lidando com funcoes 
diferenciaveis. 

Exemplo: Calcular a derivada de 

x{t) = at z + bt + c (2.2.3) 
onde a, jb e c sao constantes, num ponto t qualquer. 
Tern os 

x(t + At) = aft + At) 2 + bit + At) + c = a[t 2 Zt At + (At) 2 ] + b{t + At) + c 



Ax = x{t + At) - x(t) = 2 at At + a[Atf + bAt 
Ax 



At 



= 2at + aAt + b- r 



lim 

Af->0 



r Ax^ 



At 



2at + b 



ou seja 



dx 
dt 



= 2at + b 



(2.2.4) 



Este exemplo tambem ilustra os seguintes resultados imediatos: a derivada de uma 
constante e nula; a derivada de uma soma e a soma das derivadas; 



d dx 
— [ax(t)] = a— 
dt dt 



(a= constante) 



(2.2.5) 



0 resultado anterior para a (2.2.1) e um caso particular, com £> = c = 0;a = 5;r=l. 

A velocidade instantanea v(t) num instante t qualquer, num movimento descrito por x = 
x(f), e dada por 



(2.2.5) 




Da mesma forma que a velocidade media, a 
velocidade instantanea tambem tern uma interpre- 
tacao geometrica simples no grafico x x t. Vimos que 
v to _4 to + At e o coeficiente angular da corda P F que liga 
os pontos P e F do grafico associados aos instantes t 0 
e t 0 + At (Fig.2.7). A medida que At -> 0, F se aproxima 
de P e Ax/At tende ao coeficiente angular da tangente 
TT a curva no ponto P. Logo, a velocidade instantanea 
v(t 0 ) representa o coeficiente angular da tangente ao 
grafico x x t no ponto t 0 ; e o que se chama de "declive" 
da curva neste ponto. Esta e tambem, de forma mais 
geral, a interpretacao geometrica da derivada dx/dt; 
ela mede a "taxa de variacao" de x com t. 

A interpretacao geometrica da derivada mostra 




Figura 2.7 Interpretacao geometrica da 
derivada. 
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Figura2.8 Sinai da derivada. 

2.3 — O problema inverso 



imediatamente {Fig. 2.8) que dx/dt > 0 num ponto onde 
x esta crescendo com t, dx/dt < 0 num ponto onde x 
esta decrescendo com t (marcha-a-re, no ex. do carro), 
e dx/dt = 0 quando a curva tern tangente horizontal 
no ponto considerado (pode ser um maximo ou urn 
mi'nimo ou um ponto de inflexao). 

Quanto mais rapidamente x esta crescendo com 
t, mais abrupta e a curva, e maior e portanto a 
velocidade instantanea, o que concorda com a ideia 
intuitiva. 



Vimos como, conhecendo a "lei horaria" de um movimento, ou seja, a funcao x = x[t), e 
possi'vel calcular a velocidade instantanea v(t) no decurso do movimento: basta tomar dx/dt. 
Assim, por exemplo, para a lei horaria (2.2.3), a velocidade e dada pela (2.2.4). 

Freqiientemente temos de resolver o problema inverso: conhecendo a velocidade 
instantanea v{t) entre um dado instante inicial % e um instante final t 2 , calcular o espaco 
percorrido entre estes dois instantes, ou seja, x[t 2 ) - x(^). Poden'amos pensar num filme do 
painel de instrumentos de um automovel que mostrasse simultaneamente o velocimetro e um 

relogio, permitindo tracar o grafico de v x t entre t\ e 
t 2 (tomamos sempre t 2 > ft). 

Se o movimento for uniforme, como na (2.1.4), 
velocidade instantanea e velocidade media se con- 
fundem, v = v = constants e o grafico e uma reta pa- 
ralela ao eixo das abscissas (Fig. 2.9). Pela definicao 
de velocidade media, o espaco percorrido entre ^ e f 2 
e: 

Figura 2,9 Espaco percorrido como area. 

At ti _, t2 = x(t 2 ) - x(t t ) = v t ^ tz At = v t ^ t2 (r 2 - t t ) = v(t 2 - 1,) = v(t 2 - t t ) (2.3.1) 

que, conforme mostra a Fig. 2.9, tern uma interpretacao geometrica simples: e a area da porcao 
do grafico vxt situada entre o grafico e o eixo das abscissas e limitada pelas ordenadas em fj 
e t 2 . 

Note-se que a "area" assim definida pode ser po- 
sitiva ou negativa, conforme seja v > 0 ou v < 0 (Fig. 
2.10), ou seja, uma area situada abaixo do eixo Ot tern 
de ser tomada como negativa (o que significa sim- 




V 



o 



: 



Area < 0 



Consideremos agora um movimento nao-uni- 

forme, em que ve uma funcao qualquerdet(Fig. 2.11). 

Imaginemos o intervalo [U, to] subdividido em um 
Figura 2.10 Area negativa. , , . L , , , 

5 5 grande numero de pequenos intervalos de larguras 

Atp At 2 , At 3 , ... por pontos de subdivisao % f Zf f Zf ... (Fig.), onde f t = ^ + At t ; £ = fi + At 2 ; f 3 = f 2 

+ Af 3 ; ... Se os intervalos At/(i = 1, 2, 3, ...) forem suficientemente pequenos, a velocidade 

variara muito pouco em cada um desses intervalos, e podemos calcular a distancia percorrida 

em cada um aproximando a velocidade media nele pela velocidade num de seus pontos, por 

exemplo, o extremo esquerdo de cada intervalo: 
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Ax fi ^ =x(t{)-x(t 1 ) = v^^Att - v{t,W, 
Ax^ = x(tj) - x^') = v t ^Ar 2 = v(t;)At 2 
A%^ = x(r 3 )-x(r 2 ) = vv_^Ar 3 - v(r 2 )Ar 3 



Somando membro a membro estas 3 relacoes, 
obtemos o deslocamento total entre ti e (3: 

x(r 3 )- x(r t ) - vft^A^ + v(t;)At 2 + v(t£)Af 3 

e e claro que, se prosseguirmos ate t 2 , obteremos a 
soma das contribuicoes de todos os subintervalos em 
que [ti, t 2 ] foi dividido: 




Figura 2.1 1 Divisao em subintervalos. 



x(t 2 )-x(t 1 ) = ^v(tf)At; 



(2.3.2) 



Graficamente, conforme mostra a Fig. 2.11, cada termo da soma e a area de urn retangulo, 
e a soma (2.3.2) e a area compreendida entre 0 eixo Ot e uma linha poligonal "em escada" 
inscrita na curva v x t entre t\ e f 2 . 

A soma (2.3.2) se aproxima tanto mais do resultado exato quanto menores forem as 
subdivisoes A£ Logo, no limite em que os Af - tendem a zero, devemos obter: 



^ \ r+ ^ 1™ V ft'uf Area entre a curva v x t 
x(t 2 ) - x(t t ) = hm 2, vft.JAt,- = e Q dxo Qt/ de ti a fz 



(2.3.3) 



0 limite (2.3.3) e chamado de integral definida de v(r) entre os exrremos t t e t 2 , e 
representado pela notacao t 

lim Y v(t;)At;= fv(t)dt 

O simbolo J de "integral" e uma deformacao do S de "Soma"; r t e t z sao, respectivamente, 
0 extremo inferior e o extremo superior da integral. A funcao v(r) sob o sinal de J chama-se 0 
integrando. Note que ttem no integrando urn papel analogo ao do indice i na soma (2.3.4): e a 
variavel de integragao, e pode ser representada por qualquer outra letra (f\ u, v), da mesma 
forma que podemos chamar o Indice de soma de j, k, em lugar de 1. 

Metodos de calculo de integrals serao vistos no curso de Calculo Diferencial e Integral; 
do ponto de vista do calculo aproximado, a (2.3.3) mostra que o problema se reduz a calcular 
a area compreendida entre uma curva e 0 eixo das abscissas (levando em conta que areas 
situadas abaixo do eixo devem ser contadas como 
negativas), o que pode ser feito aproximadamente, 
tracando a curva em papel quadriculado e contando 
quadn'culas. 

Como aplicacao, consideremos um movimento 
cuja velocidade v(t) e dada pela (2.2.4): 



v{t) = 2at + b 



(2.3.5) 



A area a calcular neste caso e 0 trapezio som- 
breado na Fig. 2.12. 




Figura 2.12 Exemplo de integracao. 
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c . \v{t i ) = v 1 =ZaU+b 
Sejam 4 

[v(t 2 ) = v 2 =2 af 2 + b 

Temos entao, pela (2.3.3), x(f 2 ) - x(f t ) = Area do trapezio = Semi-soma das bases x Altura = 
\iv\ + v 2 )(f 2 - ti) o que, comparando com a (2.1.5), implica que, neste movimento, 

1 

v t ^ t2 =-[v(t 1 ) + v(t 2 )] (2.3.6) 

ou seja, que a velocidade media num intervalo e a media aritmetica das velocidades nos 
extremos do intervalo. Substituindo na (2.3.6) os valores de v(r t ) e v(t 2 ), vem 

o que da 

x(t 2 ) - x(r t ) = a{\\ -tl) + b{t z - ti ) (2.3.7) 

que coincide com o resultado obtido a partir da lei horaria (2.2.3) (e da o valor da integral 
definida (2.3.4) quando v(f) e dado pela (2.3.5)). 

A (2.3.7) pode ser aplicada, em particular, tomando para U o instante inicial t, = 0 , e para 
t 2 urn instante generico t. Chamando x(0) = c (valor inicial de x), a (2.3.7) da entao: 

x(t) = x(0) + at 2 + bt = at 2 +bt + c (2.3.8) 

ou seja, este processo de "integracao" nos permitiu recuperar a lei horaria (2.2.3) a partir da 
expressao (2.2.4) da velocidade e do valor inicial de x. 

Matematicamente, a (2.2.4) se chama uma equagao diferencial para a funcao incognita 
x(t) (porque a derivada da funcao incognita aparece na equacao). Passamos da (2.2.4) a (2.3.8) 
integrando a equagao diferencial com a condigao inicial x(0) = c. 



2A — Aceleracao 

Temos todos uma nocao intuitiva do conceito de "aceleracao" (por exemplo, o efeito do 
acelerador num automovel), como medida da rapidez de variacao da velocidade com o tempo. 
Assim, dizemos que urn carro tern "boa aceleracao" se e capaz de acelerar de 0 a 120 km/h em 
10 s. Conforme vemos neste exemplo, a aceleracao mede a "velocidade de variacao da 
velocidade". Por analogia com a (2.1.5), podemos definir primeiro a aceleragao media no 
intervalo [f t/ f 2 ] por 

v[t 2 )-v{tj Av 

Assim, no exemplo acima do carro, a aceleracao media no intervalo de 0 s a 10 s seria de 

33,3 m/s 00 2 

— ■— = 3,33 m/s 

10 s 

ilustrando o fato de que, se tomarmos o metro como unidade de comprimento e o segundo 
como unidade de tempo, a unidade de aceleracao elm- s -2 . 

Tomando sempre t 2 > t ir vemos que a aceleracao media e positiva quando v cresce de 
para t 2 , e negativa quando decresce ; se v > 0, v cresce ou decresce conforme \v\ cresca ou 
decresca, mas se v < 0 e o contrario: v cresce quando |v| decresce. Assim, no exemplo do 
carro, em marcha-a-frente, a aceleracao e negativa quando o carro esta freiando, mas em 
marcha-a-re e o contrario: freiar em marcha-a-re corresponde a uma aceleracao positiva. 
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A aceleragao media pode geralmente ser variavel durante o movimento, e consideracoes 
analogas as da Secao 2.2 levam-nos a definir a aceleragao instantanea a{t) num instante t por 
(cf. (2.2.2) e (2.2.5)) 



a(t} = lim 


r v{t + At)-v{t) 


= lim 




dv 




~ dt 


AfO 


At 


Af->0 





(2.4.2) 



ou seja, a aceleragao instantanea e a derivada em relagao ao tempo da velocidade instantanea. 



CiiVkctitiiinrln i/ffl n a (9 A 9} nola (9 9 ^1 nhtpmnc 




(2.4.3) 



onde introduzimos a definicao de derivada segunda de x em relagao a t, indicada pela notagao 
dVdf 2 . 

A interpretagao geometrica da derivada (Secao 2.2) se aplica a (2.4.2): num grafico v x t, 
aft) e o coeficiente angular da tangente a curva no ponto correspondente ao instante t. 

Consideremos por exemplo o seguinte grafico xxt, que poderia representar o movimento 
do automovel no exemplo da Secao 2.1: 




Figura 2.13 Posicao em funcao do tempo. 

Note que o carro parte da origem em t = 0 e acaba regressando a origem em t = t 9 . 

Com o auxilio da interpretagao geometrica da derivada como coeficiente angular da 
tangente a curva, podemos esbocar pelo menos qualitativamente o grafico da velocidade 
instantanea associada a esse movimento: 



v (m/s) 



0 



Marcha-a-frente 




M arc ha- a -re 



Figura 2.14 Velocidade em funcao do tempo. 
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Como x(t 9 ) - x(0) = 0, a (2.3.3) implica que a area total entre a curva e o eixo Ot e = 0, ou 
seja, que a area positiva (acima do eixo) e exatamente cancelada pela area negativa (abaixo do 
eixo). 

0 grafico da aceleracao instantanea se obtem de forma analoga do grafico vxt: 



a (m/s 2 ) 




Figura 2.15 Aceleracao em funcao do tempo. 

Note a correlacao entre o sinal de aft) e a interpretacao em termos de acelerar ou freiar o 
carro, que e diferente para marcha-a-frente e marcha-a-re, conforme a discussao acima. 

Aqui tambem podemos considerar o problema inverso, de determinar a variacao de 
velocidade entre dois instantes, conhecendo a(r). A solucao se obtem imediatamente das (2.3.3) 
- (2.3.4), bastando trocar x -> v, v -> a: 

v{t 2 ) - v(t t ) = j a{t)dt (2.4.4) 

que tambem se interpreta graficamente em termos da area entre a curva de v(r) e o eixo Ot 
No exemplo acima, como v(0) = v(t 5 ) = 0, a area negativa abaixo de Ot entre t = 0 e t 5 deve can- 
celar exatamente a area acima de Ot (no grafico ax(J,eo mesmo vale para o intervalo [t 6 , t 9 ]. 



2.5 — Movimento retilineo uniformemente acelerado 

Um movimento retilineo chama-se uniformemente acelerado quando a aceleracao 
instantanea e constante (independente do tempo): 



dv _ d 2 x 



a - constante 



(2.5.1) 



Podemos usar as tecnicas de solucao do "problema inverso" (Secao 2.3) para determinar 
a lei horaria de um movimento uniformemente acelerado. 

Para isto, consideremos o movimento durante um intervalo de tempo [t 0 , t], onde f 0 eo 
"instante inicial" (freqiientemente se toma t 0 = 0). 

A (2.4.4) da: 



v(t)-va n ) = Jadt-a(t-t n ) 



(2.5.2) 



que e a area do retangulo hachurado na Fig. 2.16 (compare com a (2.3.1)). 
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0 valor 



v{t 0 ) = v 0 



(2.5.3) 



da velocidade no instante inicial chama-se velocidade 
initial. A (2.5.2) da entao 



v{t) = v a + a{t-t Q ) 



(2.5.4) 



a{t) 



a 



^^^^^^ ^^^ ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 



o 



to 



*- t 



mostrando que a veiocidade e urna funcao linear do Rgura 2.16 integracao da aceieracao. 
tempo no movimento uniformemente acelerado. Esta 

e precisamente a situacao ja analisada no caso da (2.3.5), de forma que o resultado (2.3.6) vale 
para qualquer movimento uniformemente acelerado: a velocidade media num intervalo e a 
media aritmetica das velocidades nos extremos do intervalo. 

Podenamos obter a lei horaria simplesmente adaptando a (2.3.7) a notacao da (2.5.4) (em 
particular, 2a na (2.3.5) corresponde a a na (2.5.4)), mas e instrutivo recalcular o resultado de 
forma urn pouco diferente. Pelas (2.3.3) e (2.3.4), 



x(t)-x(t 0 ) = Jv(r')dt' 



(2.5.5) 



onde chamamos de f a variavel de integracao (veja a 
discussao apos a (2.3.4)) para evitar confusao com t, o 
extremo superior da integral. A area do trapezio, 
conforme mostra a Fig. 2.17, pode tambem ser 
calculada como a soma da area do retangulo 
sombreado, que e v 0 (t - t 0 ), com a area do triangulo 
sombreado, que e 



1 



-a{t-t 0 ){t-t 0 ) 



ou seja 



Area a{t - to) 2 




O 



to 



Figura 2.17 Integracao da velocidade. 



x(t) - x{t 0 ) = v 0 (t - 1 0 ) + i a(t - 1 0 f 



Analogamente a (2.5.3), definimos 



x{t 0 ) = x 0 



(2.5.6) 



(2.5.7) 



como a posigao initial A (2.5.6) da entao finalmente a lei horaria do movimento retilmeo 
uniformemente acelerado, 



1 

x{t) = x 0 + v 0 {t-t Q ) + ~a{t-t Q Y 



(2.5.8) 



em funcao dos valores iniciais x 0 e v 0 da posicao e da velocidade no instante inicial t 0 . 

Do ponto de vista matematico, a passagem da (2.5.1) a (2.5.8) corresponde a "integragao" 
da equacao diferencial de 2 a ordem (2.5.1) para a funcao incognita x{t) (de 2. a ordem porque 
entra a derivada segunda d 2 x/dfl com as condicoes iniciais (2.5.3) e (2.5.7). O grafico x x t de 
urn movimento uniformemente acelerado e uma parabola. 
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Freqiientemente interessa tambem exprimir a velocidade no movimento uniformemente 
acelerado em funcao da posicao x (em lugar do tempo t). Para obter esta expressao, basta 
substituir a (2.5.4) na (2.5.8), eliminando t - 1 0 : 



t-U = 



V - V ( 



a 



x-x 0 = v 0 



v- v ( 
a 



+ 



a {v~v Q Y 
2 a 2 ~ 



v -v t 



2 2 



(v- VoKv + Vp) _ v - v 
la ~ ~ 2a 



2 .,2 
0 



ou seja, 



v 2 = Vq +2a(x-x 0 ) 



(2.5.9) 



que e a expressao procurada. 



Exemplo: Um motorista freig seu carro uniformemente, de tal maneira que a velocidade 
cai de 60 km/h a 30 km/h em 5 s. Que distancia o carro ainda percorrera depois disso ate 
parar, e quanto tempo levara para percorrer essa distancia adicional? 

Como o freiamento e uniforme, a aceleracao instantanea e media se confundem; podemos 
calcular o seu valor pela (2.5.4): 



v 0 8,33 2 
— m/s 



t-t 0 -5 s 

v 0 = 60 km / h = 16,66 m / s \ a 
v = 30km/h = 8,33m/s t_t ° 

=> a --1,66 m/s 2 

onde o sinal neaativo esta assoriadn an frpiampntn 

- - . - - - ■ - • _ _ 

Para calcular a distancia que o carro percorrera ate parar, depois de atingir 30 km/h, 
podemos aplicar a (2.5.9) com v 0 = 30 km/h = 8, 33 m/s e v = 0 (velocidade final), o que da 

v 2 -v^ 0-(8,33) 2 
x _ x = u = m 

0 2a -3,33 
=>x-x 0 = 20,83 m 

O tempo que o carro levara para percorrer esta distancia adicional se calcula de novo 
pela (2.5.4), tomando v 0 = 30 km/h e v = 0: 



t-tr 



-1,66 



s => t-t 0 =5 s 



Logo, o carro leva mais 5 s para parar. 



2.6 — Galileii e a queda dos corpos 

O exemplo mais familiar de movimento retillneo uniformemente acelerado e a queda 
livre de um corpo solto em repouso. Este foi um dos problemas analisados por Galileu em 
seus trabalhos, que deram origem a era moderna da fisica. 



2.6 - G All LEU E A QUE DA DOS CORPOS 



35 



Os gregos da epoca classica encontraram dificuldades intranspom'veis na analise do 
movimento. Essas dificuldades estavam relacionadas com a formulacao dos conceitos basicos 
do Calculo Infinitesimal (como os de limite, derivada e integral), que nasceram precisamente 
da analise do problema do movimento. No seculo V A.C., Zenon de Eleia formulou quatro 
celebres paradoxos, urn dos quais, " Aquiles e a tartaruga", esta diretamente relacionado com 
este problema: Aquiles aposta uma corrida com uma tartaruga, e e 10 vezes mais veloz que 
ela. A tartaruga parte antes dele, de modo que esta a uma distancia d quando Aquiles parte. 
Quando Aquiles atinge a distancia d, a tartaruga ja tera percorrido uma distancia adicional 
d/10, e continuara a frente de Aquiles. Quando Aquiles tiver percorrido d/10, a tartaruga tera 
percorrido d/ 100, e assim por diante: a conclusao do paradoxo e que Aquiles nunca conseguira 
alcancar a tartaruga. A dificuldade basica dos gregos estava em entender que a soma de uma 
serie infinita de intervalos de tempo que tendem a zero rapidamente (em progressao geo- 
metrical pode ser finita . [Como exercicio, suponha que a tartaruga percorre 10 cm/s e Aquiles 
se desloca a 1 m/s; a tartaruga parte 15 minutos antes de Aquiles, do mesmo ponto inicial. 
Depois de quanto tempo e em que ponto Aquiles alcancara a tartaruga?]. 

Na Fisica de Aristoteles (seculo IV A.C.), a materia era analisada em termos dos "Quatro 
Elementos": Terra, Agua, Ar e Fogo, cada urn dos quais teria seu "lugar natural": Agua 
(oceanos) e Terra em baixo, Ar e Fogo (sol, estrelas) em cima. Urn elemento deslocado de seu 
lugar natural procuraria regressar a ele: isto explicaria porque a fumaca sobe, ao passo que 
corpos mais pesados (compostos de "Terra") caem. Segundo Aristoteles, quanto mais pesado 
urn corpo, mais depressa ele cai: uma pedra cai bem mais depressa que uma gota de chuva. 
Estas ideias, baseadas em observacoes qualitativas, transformaram-se em dogma e 
predominaram durante cerca de 20 seculos! 

Galileu Galilei nasceu em Pisa em 1564. Recebeu a educacao Aristotelica convencional, 
tendo sido enviado pelo pai a Universidade de Pisa para estudar medicina. Entretanto, 
interessou-se mais pela matematica e conseguiu mudar para esse campo. Com 21 anos, teve 
de deixar a Universidade por falta de recursos e foi para Florenca. Em Florenca, conseguiu 
rapidamente estabelecer uma tal reputacao cientifica que, aos 26 anos, foi nomeado Profes- 
sor de Matematica na Universidade de Pisa. Passou dois anos em Pisa, onde fez muitos inimigos 
devido ao seu espirito independente. Depois mudou-se para a Universidade de Padua, onde 
permaneceu como Professor de Matematica durante 18 anos. Foi urn grande professor, 
chegando a ter 2.000 alunos em sua "aula magna". 

Foi em Pisa que Galileu procurou verificar experimentalmente se as ideias de Aristoteles 
de fato eram validas (o que era entao uma atitude revolucionaria). Entretanto, a celebre historia 
sobre a bala de canhao e a bala de fuzil que teria deixado cair do alto da Torre de Pisa para 
verificar se a de canhao realmente atingia o solo entes da outra parece ser apocrifa. Uma 
experiencia desse tipo parece ter sido feita por Simon Stevin, um cientista holandes precur- 
sor de Galileu, que dela teria tido conhecimento. 

Em Padua, Galileu se tornou um defensor da teoria de Copernico, conforme veremos 
mais tarde. Voltou a Toscana em 1610, como Filosofo e Matematico da Corte, e em 1632 publicou 
o seu "Dialogo sobre os Dois Principals Sistemas do Mundo" defendendo Copernico. Pouco 
depois, deu-se o choque com a Inquisicao, que manteve Galileu virtualmente como prisioneiro. 
Foi entao, ja quase cego, que ele escreveu seu livro mais importante, "Discursos e Demons- 
trates Matematicas sobre Duas Novas Ciencias", contrabandeado para a Holanda e la 
publicado em 1638, quatro anos antes da morte de Galileu. 

Ambos os livros sao escritos em forma de dialogo entre 3 personagens: Salviati (que 
representa Galileu), Simplicio (defensor de Aristoteles) e Sagredo (representando um 
observador imparcial inteligente). Na If Jornada, Salviati refuta Aristoteles: 
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"Aristoteles diz que "uma bola de ferro de cem libras, caindo de cem cubitos* de altura, 
atinge o solo antes que uma bala de uma libra tenha caido de urn so cubito". Eu digo que 
chegam ao mesmo tempo. Fazendo a experiencia, voce verifica que a maior precede a menor 
por dois dedos, ou seja, quando a maior chegou ao solo, a outra esta a dois dedos de altura; 
voce nao pode querer esconder nesses dois dedos os noventa e nove cubitos de Aristoteles..." 

Galileu atribui as pequenas discrepancias de tempo de queda, no exemplo citado, ao 
efeito da resistencia do ar, que pode afetar bem mais um corpo mais leve, explicando assim as 
observacoes qualitativas em que Aristoteles se baseara. Mais tarde, com a invencao da maquina 
pneumatica, foi possi'vel verificar que objetos de pesos muito diferentes, de fato, caiam ao 
mesmo tempo, quando se eliminava a resistencia do ar, fazendo o vacuo. 

Galileu inicia a 2. a Parte dos "Discursos" anunciando qual e seu proposito: 

"Meu objetivo e expor uma ciencia muito nova que trata de um tema muito antigo. Talvez 
nada na natureza seja mais antigo que o movimento, e os livros escritos por filosofos sobre 
este tema nao sao poucos nem pouco volumosos; todavia, descobri pela experiencia algumas 
propriedades dele que merecem ser conhecidas e que nao foram observadas nem demons- 
tradas ate agora. Foram feitas algumas observacoes superficiais, como, por exemplo, a de 
que o movimento de queda livre de um corpo pesado e continuamente acelerado, mas 
exatamente de que forma esta aceleracao ocorre nao foi anunciado ate agora... 

Foi observado que os projeteis descrevem algum tipo de trajetoria curva; mas ninguem 
mencionou o fato de que esta trajetoria e uma parabola. Consegui demonstrar este e outros 
fatos, nem pouco numerosos nem menos dignos de nota; e, o que considero mais importante, 
foram abertos a esta vasta e excelenti'ssima ciencia, da qual meu trabalho e apenas o comeco, 
caminhos e metas pelos quais outras mentes, mais agudas do que a minha, explorarao seus 
recantos mais remotos". 

Depois de defrnir e discutir o movimento uniforme, Galileu passa a tratar o movimento 
uniformemente acelerado, definindo-o como aquele em que ocorrem incrementos iguais de 
velocidade em tempos iguais (Galileu havia pensado primeiro numa definicao em que 
incrementos iguais de velocidade corresponderiam a percursos iguais, mas logo percebeu 
que ela nao seria satisfatoria). Assim, foi o primeiro a definir aceleracao. 

Um estudo experimental direto da queda livre seria muito dificil naquela epoca, porque 
os tempos de queda nas condicoes usuais sao muito curtos. Galileu resolveu esta dificuldade 
diminuindo a aceleracao, com o auxi'lio de um piano inclinado. Em lugar de medir a velocidade 
em funcao do tempo, o que teria sido muito dificil, mediu a distancia percorrida por um 
objeto descendo por um piano inclinado a partir do repouso, mostrando que cresce com o 
quadrado do tempo, o que, conforme ele havia provado na discussao anterior, e caracteristico 
do movimento uniformemente acelerado (vide (2.5.8)). E interessante observar como Salviati 
descreve a experiencia: 

"Foi tomada uma prancha de madeira, com cerca de 12 cubitos de comprimento, meio 
cubito de largura e tres dedos de espessura; na beirada dela, foi escavado um canal de pouco 
mais de um dedo de largura; tendo feito este canal bem reto, liso e polido, e tendo-o forrado 
com pergaminho, tambem tao liso e polido como possi'vel, fizemos rolar ao longo dele uma 
bola de bronze dura, lisa e bem redonda. Tendo colocado a prancha numa posicao inclinada, 
elevando uma extremidade um ou dois cubitos acima da outra, rolamos a bola, como estava 
dizendo, ao longo do canal, notando, da forma que vamos descrever, o tempo necessario 
para a descida. Repetimos esta experiencia mais de uma vez, afim de medir o tempo com tal 
precisao que o desvio entre duas observacoes nunca excedesse um decimo de um batimento 
do pulso (cardi'aco). Tendo executado esta operacao e tendo-nos assegurado de que o resultado 
* 1 cubito equivale a cerca de 45 a 50 cm. 
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merecia confianca, fizemos rolar a bola de apenas 1/4 do comprimento do canal; e, tendo 
medido o tempo de descida, encontramos precisamente a metade do anterior. Tentamos a 
seguir outras distancias, comparando o tempo para o comprimento total com aquele para a 
metade, ou 2/3, ou 3/4, ou qualquer outra fracao; em tais experiencias, repetidas cem vezes, 
sempre encontramos que os espacos percorridos estavam entre si como os quadrados dos 
tempos, e que isto valia para qualquer inclinacao do piano, ou seja, do canal, ao longo do qual 
faziamos rolar a bola... 

Para a medida do tempo, empregamos um grande recipiente com agua, colocado numa 
posicao elevada; um cano de pequeno diametro foi soldado ao fundo do recipiente, deixando 
escoar um filete de agua, que era coletado num copinho no decurso de cada descida, fosse ela 
ao longo de todo o canal ou apenas de uma parte dele; a agua assim coletada era pesada, apos 
cada descida, numa balanca de muita precisao; as diferencas e razoes desses pesos nos davam 
as diferencas e razoes dos tempos, e isto com tanta precisao que, embora a operacao fosse 
repetida muitas e muitas vezes, nao havia discrepancia apreciavel entre os resultados." 

As experiencias de Galileu, e muitas outras posteriores, acabaram estabelecendo como 
fato experimental que o movimento de queda livre de um corpo solto ou lancado verticalmente, 
na medida em que a resistencia do ar possa ser desprezada, e um movimento uniformemente 
acelerado, em que a aceleracao e a mesma para todos os corpos (embora sofra pequenas 
variacoes de ponto a ponto da Terra). Esta aceleracao da gravidade e indicada por g e seu 
valor aproximado e 

g = 9,8m/s 2 (2.6.1) 

Todos os resultados da Secao 2.5 (com a = gex orientado para baixo) se aplicam a queda 
livre. 

PROBLEAAAS DO CAPITU LO 2 

1. Na celebre corrida entre a lebre e a tartaruga, a velocidade da lebre e de 30 km/h e a da 
tartaruga e de 1,5 m/min. A distancia a percorrer e de 600 m, e a lebre corre durante 0,5 
min antes de parar para uma soneca. Qual e a duracao maxima da soneca para que a 
lebre nao perca a corrida? Resolva analiticamente e graficamente. 

2. Um carro de corridas pode ser acelerado de 0 a 100 km/h em 4 s. Compare a aceleracao 
media correspondente com a aceleracao da gravidade. Se a aceleracao e constante, que 
distancia o carro percorre ate atingir 100 km/h? 

3. Um motorista percorre 10 km a 40 km/h, os 10 km seguintes a 80 km/h e mais 10 km a 30 
km/h. Qual e a velocidade media do seu percurso? Compare-a com a media aritmetica 
das velocidades. 

4. Um aviao a jato de grande porte precisa atingir uma velocidade de 500 km/h para decolar, 
e tern uma aceleracao de 4 m/s 2 . Quanto tempo ele leva para decolar e que distancia 
percorre na pista ate a decolagem? 

5. O grafico da figura 2.18 representa a marcacao 
do velodmetro de um automovel em funcao do 
tempo. Trace os graficos correspondentes da ace- 
leracao e do espaco percorrido pelo automovel 
em funcao do tempo. Qual e a aceleragao media 
do automovel entre t = 0 e t = 1 min? E entre t = 2 
min e t = 3 min? 



v(km/h) 
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6. Uma parti'cula, inicialmente em repouso na origem, move-se durante 10 s em linha reta, 
com aceleracao crescente segundo a lei 

a - bt, 

onde X e o tempo e b = 0,5 m/s 3 . Trace os graficos da velocidade v e da posicao x da 
parti'cula em funcao do tempo. Qual e a expressao anah'tica de v(r)? 

7. O tempo medio de reacao de um motorista (tempo que decorre entre perceber um perigo 
subito e aplicar os freios) e da ordem de 0,7 s. Um carro com bons freios, numa estrada 
seca, pode ser freiado a 6 m/s 2 . Calcule a distancia minima que um carro percorre depois 
que o motorista avista o perigo, quando ele trafega a 30 km/h, a 60 km/h e a 90 km/h. 
Estime a quantos comprimentos do carro corresponde cada uma das distancias 
encontradas. 

8. O sinal amarelo num cruzamento fica ligado durante 3 s. A largura do cruzamento e de 
15 m. A aceleracao maxima de um carro que se encontra a 30 m do cruzamento quando 
o sinal muda para amarelo e de 3 m/s 2 , e ele pode ser freiado a 5 m/s 2 . Que velocidade 
minima o carro precisa ter na mudanca do sinal para amarelo a fim de que possa atravessar 
no amarelo? Qual e a velocidade maxima que ainda lhe permite parar antes de atingir o 
cruzamento? 

9. Numa rodovia de mao dupla, um carro encontra-se 15 m atras de um caminhao (distancia 
entre pontos medios), ambos trafegando a 80 km/h. O carro tern uma aceleracao maxima 
de 3 m/s 2 . O motorista deseja ultrapassar o caminhao e voltar para sua mao 15 m adiante 
do caminhao. No momento em que comeca a ultrapassagem, avista um carro que vem 
vindo em sentido oposto, tambem a 80 km/h. A que distancia minima precisa estar do 
outro carro para que a ultrapassagem seja segura? 

10. Um trem com aceleracao maxima a e desaceleracao maxima / (magnitude da aceleracao 
de freiamento) tern de percorrer uma distancia d entre duas estacoes. O maquinista pode 
escolher entre (a) seguir com a aceleracao maxima ate certo ponto e a partir dai freiar 
com a desaceleracao maxima, ate chegar; (b) acelerar ate uma certa velocidade, mante-la 
constante durante algum tempo e depois freiar ate a chegada. Mostre que a primeira 
opcao e a que minimiza o tempo de percurso (sugestao: utilize graficos v x r) e calcule o 
tempo minimo de percurso em funcao de a, / e d. 

11. Voce quer treinar para malabarista, mantendo duas bolas no ar, e suspendendo-as ate 
uma altura maxima de 2 m. De quanto em quanto tempo e com que velocidade tern de 
mandar as bolas para cima? 

12. Um metodo possivel para medir a aceleracao da gravidade g consiste em lancar uma 
bolinha para cima num tubo onde se fez vacuo e medir com precisao os instantes t t e t z 
de passagem (na subida e na descida, respectivamente) por uma altura z conhecida, a 
partir do instante do lancamento. Mostre que 

2z 

9 = 

t,t 2 

13. Uma bola de volei impelida verticalmente para cima, a partir de um ponto proximo do 
chao, passa pela altura da rede 0,3 s depois, subindo, e volta a passar por ela, descendo, 
1,7 s depois do arremesso. (a) Qual e a velocidade inicial da bola? (b) Ate que altura 
maxima ela sobe? (c) Qual e a altura da rede? 

14. Deixa-se cair uma pedra num poco profundo. O barulho da queda e ouvido 2 s depois. 
Sabendo que a velocidade do som no ar e de 330 m/s, calcule a profundidade do poco. 
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15. Um vaso com plantas cai do alto de um edificio e passa pelo 3.° andar, situado 20 m acima 
do chao, 0,5 s antes de se espatifar no chao. (a) Qual e a altura do edificio? (b) Com que 
velocidade (em m/s e em km/h) o vaso atinge o chao? 

16. Um foguete para pesquisas meteorologicas e lancado verticalmente para cima. O 
combustivel, que lhe imprime uma aceleracao de 1,5 g (g = aceleracao da gravidade) 
durante o periodo de queima, esgota-se apos 1/2 min. (a) Qual seria a altitude maxima 
atingida pelo foguete, se pudessemos desprezar a resistencia do ar? (b) Com que 
velocidade (em m/s e km/h) e depois de quanto tempo, ele voltaria a atingir o solo? 

17. 0 grafico da velocidade em funcao do tempo para 
uma particula que parte da origem e se move ao 
longo do eixo Ox esta representado na Fig.2.19. 
(a) Trace os graficos da aceleracao a(r) e da posi- 
cao x(r) para 0 < t< 16 s. (b) Quantos m a particula 
tera percorrido ao todo (para a frente e para tras) 
no fim de 12 s? (c) Qual e o valor de x nesse 
instante? 



18. A integral, com limite inferior a fixo e limite superior x variavel, define uma funcao de x, 
F(x)= f/(xW. 

Ja 

Mostre que 
dF/dx = f(x). 

Assim, a integracao pode ser considerada como operagao inversa da derivacao. Sugestao: 
Use a interpretacao geometrica da integral. 



v (m/s) 
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Cafitulo 

A A • /« » » ■ — m. 1— B—,rf-V 

/v\uvi/v\ti\iiu 
BIDIMENSIONAL 

3.1 — Descricao em termos de coordenadas 

> 

Neste capitulo, vamos passar do movimento retih'neo a descrigao do movimento num 
piano, que inclui muitos casos importantes, como o movimento dos projeteis e o movimento 
da Terra em torno do Sol. 

Conforme ja foi mencionado na Secao 1.6, podemos especificar a posicao de um ponto 
num piano atraves de 2 parametros, que sao suas coordenadas em relacao a um dado 
referencial. Se adotarmos coordenadas cartesianas, por exemplo, a posicao de uma particula 
em movimento no piano sera descrita pelo par de funcoes 

(x(t),y[t)) (3.1.1) 

onde x{t) e a abcissa e y(r) a ordenada da particula no * 
instante t. Podemos dizer que, a medida que o ponto 
P se move, descrevendo a trajetoria da particula no 
piano, suas projecoes sobre os eixos Ox e Oy se 
movem correspondentemente, descrevendo movi- 
mentos unidimensionais. Reduzimos assim a des- 
cricao de um movimento bidimensional a de dois mo- 
vimentos unidimensionais simultaneos, cuja compo- 
sicao leva ab movimento no piano. 

Em muitos casos, os movimentos ao longo de dois 
Figure 3.1 Movimento num piano. eixos ortogonais sao independentes um do outro 

(embora isto nem sempre aconteca! Veja a pag. 53). 
Este fato foi reconhecido por Galileu e permitiu-lhe descrever corretamente, pela primeira 
vez, o movimento dos projeteis. Ja em seu "Dialogo sobre os Dois Principals Sistemas do 
Mundo" Galileu havia empregado a independencia dos movimentos para refutar um dos 
principals argumentos usados pelos partidarios de Ptolomeu para provar a imobilidade da 
Terra. Eis o argumento, conforme expresso por Salviati: 

"... Se a Terra tivesse um movimento diurno de rotacao, uma torre do alto da qual se deixasse 
cair uma pedra, sendo transportada pela Terra em sua rotacao, ja se teria deslocado de muitas 
centenas de jardas para leste durante o tempo de queda da pedra, e a pedra deveria atingir o 
solo a essa distancia da base da torre. Tambem e mencionada a experiencia em que se deixa 
cair uma bola de chumbo do topo do mastro de um navio parado, notando que ela cai ao pe 
do mastro, mas, se se deixa cair a mesma bola do mesmo ponto, com o navio em movimento, 
ela caira a uma distancia do pe do mastro igual a distancia de que o navio se tiver deslocado 
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durante a queda..."(a comparacao entre o exemplo da Terra e o do navio levaria a concluir 

pela imobilidade da Terra). 

Ao refutar o argumento, Salviati comeca por perguntar a Simph'cio: 

"SALVIATI: Muito bem. Voce jamais fez esta experiencia do navio? 

SIMPLICIO: Nunca fiz, mas certamente acredito que as autoridades que formularam o 
argumento tinham feito uma observacao cuidadosa... 

SALVIATI: ...voce o toma como certo sem te-lo feito... e eles fizeram o mesmo tendo fe 
em seus antecessores, e assim por diante, sem jamais chegar a alguem que o tenha 
feito. Pois quern quer que faca a experiencia vera que ela mostra exatamente o 
contrario do que foi escrito, ou seja, que a pedra sempre cai no mesmo ponto do 
navio, quer ele esteja parado, quer esteja se movendo em qualquer velocidade que 
se queira. O mesmo vale para a Terra: nada pode ser inferido sobre o movimento ou 
imobilidade da Terra pelo fato de que a pedra sempre cai ao pe da torre." 

E Salviati explica a Simph'cio que a pedra que se deixa cair do topo do mastro de um 
navio em movimento ja compartilha do movimento (horizontal) do navio, ao passo que o 
movimento de queda livre na direcao vertical e independente deste, de forma que nao ha 
diferenca no ponto de queda em relacao ao navio. 

Galileu da uma serie de outros exemplos: um cavaleiro que lanca uma bola para cima, 
enquanto seu cavalo galopa, pode recaptura-la mais adiante, como faria num lancamento 
vertical com seu cavalo parado (em relacao a um observador em repouso no solo, a trajetoria 
da bola, com o cavalo em movimento, seria uma parabola). E Sagredo da outro exemplo: 

"Analogamente, se um canhao horizontal, numa torre, atira paralelamente ao horizonte, nao 
importa se a carga de polvora e grande ou pequena, de forma que a bala caia a mil jardas de 
distancia, ou quatro mil, ou seis mil; todos estes tiros levam o mesmo tempo (para atingir o 
chao), e este tempo e igual ao que a bala levaria da boca do canhao ate o solo.se cai'sse 
diretamente para baixo, sem qualquer impulso". 

Este efeito e tambem ilustrado pela 
tradicional historia do cacador e do macaco 
(Fig. 3.2). O cacador aponta para o macaco 
dependurado num galho; ao ver o clarao 
do disparo, o macaco se assusta e cai, mas 
isto nao o salva, porque a aceleracao da 
gravidade atua da mesma maneira sobre ele 
e a bala, no movimento de queda livre, e o 

desvio vertical da bala e do macaco, em Figura 3.2 O cacador e o macaco, 
relacao a linha de mira original, e o mesmo. 



3. 2 — Vetores 

0 sistema de coordenadas escolhido para descrever o movimento na Secao 3.1 tern um 
carater acessorio; o mesmo movimento pode ser descrito com eixos de orientacao diferente, 
ou em coordenadas polares, por exemplo. Vamos ver agora que e possi'vel dar uma descricao 
intrinseca do movimento, independente da escolha do sistema de coordenadas, com o auxi'lio 
do conceito de vetores. 

Para dar uma caracterizacao intrinseca do deslocamento de uma particula em sua 
trajetoria em relacao a uma origem dada, nao basta conhecermos a magnitude do deslo- 
camento (distancia a origem): e preciso tambem especificarmos a diregao e o sentido do 
deslocamento. Por exemplo, nao basta para determinar a posicao de um carro dizer que ele 
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Figura 3.3 Deslocamento como vetor. 



se deslocou de 100 km em relacao ao ponto de partida. Definiriamos completamente o 
deslocamento, por outro lado, dizendo que ele se deu segundo a direcao Norte-Sul, e no 
sentido do Sul para o Norte. 

Uma representacao geometrica do deslocamento 
pode ser obtida por uma seta, que da diretamente a 
direcao e sentido, e cujo comprimento mede a mag- 
nitude do deslocamento (Fig. 3.3); usamos a notacao 

l* nara nnc rpfprimnc or\ HAclfirampntn accim ronro. 

sentado*. 

Uma propriedade fundamental dos desloca- 
mentos e ilustrada pelo exemplo do navio dado por 
Galileu (Fig. 3.4). 0 deslocamento total r da pedra que 
se deixa cair do topo do mastro pode ser considerado 
como resultante do deslocamento r x na direcao hori- 
zontal (que e o deslocamento do navio) com o deslo- 
camento r y devido a queda livre da pedra na direcao 
vertical. 

Isto independe de se tratar de deslocamentos em 
direcoes perpendiculares: o deslocamento r resultante 
de dois deslocamentos e r 2 em direcoes diferentes 
se obtem unindo a "origem" do primeiro a "extre- 
midade" do segundo (Fig. 3.5), ou, o que e equivalente, 
pela "regra do paralelogramo", tomando a diagonal 
do paralelogramo construido sobre i*i e r 2 (Fig. 3.6). 

Vamos chamar o deslocamento resultante de 
"soma" dos deslocamentos e r 2 : 




Figura 3.4 Composicao de deslocamentos. 




Figura 3.5 Deslocamento resultante. 




r = r 1 +r 2 



(3.2.1) 



Note que, com esta definicao, a soma e comu- 
tativa (Fig. 3.7) 



Figura 3.6 Regra do paralelogramo. 



r l + r 2 = r 2 + r l 



1"] w 















e associativa (verifique!) 

r 1 +(r2 + r 3 ) = (r 1 + r 2 ) + r 3 



(3.2.2) 



(3.2.3) 



Figura 3.7 Comutatividade da soma. 




Figura 3.8 Soma de varios deslocamentos. 



A soma de um numero qualquer de desloca- 
mentos obtem-se da forma indicada na figura 3.8, 
unindo a origem do primeiro a extremidade do ultimo. 

Designarnos por 0 urn deslocamento nuio, r + 0 
= r. Para cada deslocamento r, existe um deslocamento 
oposto, que designaremos por -r, que leva de volta 
ao ponto de partida, e que difere de r apenas pelo 
sentido (Fig. 3.9): r + (-r) = 0. 

Isto nos permite defmir a diferenga de dois des- 
locamentos por (Fig. 3.10) 



r 2- r l= r 2+Hl) 



(3.2.4) 



Tambem se utiliza a notacao r*, mas empregaremos sempre o si'mbolo r para caracterizar um vetor. 
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Figura 3.9 Deslocamento oposto. 




Figura3.10 Diferenca de deslocamenros. 



A Fig. 3.10 mostra que r 2 - r t se obtem unindo a 
extremidade de ri a extremidade de r 2 (o que corres- 
ponde a outra diagonal na "regra do paralelogramo"). 

Para X > 0, o deslocamento Xr e um deslocamento 
de mesma direcao e sentido que r, mas de magnitude 
X vezes maior; se X < 0, o sentido muda. Com esta 
definicao, e imediato que X (r t + r 2 ) = Xr^ + Xr 2 , e que 
[X + u) r = Xr + ur. 

As propriedades acima dos deslocamentos carac- 
terizam o que chamamos vetores. Grandezas fisicas 
representadas apenas por um numero, como o tempo 
ou a distancia, chamam-se grandezas escalares; as que 
sao representadas por vetores, como o deslocamento, 
chamam-se grandezas vetoriais. Por conseguinte, uma 
grandeza fisica e um vetorquando e caracterizada por magnitude, direcao e sentido e se compor- 
ta como um deslocamento, ou seja, obedece a leis de composicao do mesmo tipo, que corres- 
pondem a soma de vetores e ao produto de um vetor por um escalar. As definicoes e 
propriedades destas operacoes para vetores quaisquer sao identicas as que foram vistas acima, 
bastando substituir a palavra "deslocamento" por "vetor". Do ponto de vista matematico, um 
vetor e um elemento de um "espaco vetorial", que se caracteriza precisamente pelas 
propriedades acima, da adicao e produto por um escalar. 

E importante notar que nao basta que uma grandeza fisica seja caracterizada por sua 
magnitude, direcao e sentido para que ela tenha carater vetorial. E preciso ainda que ela 
obedeca as leis de composicao consideradas acima, com todas as suas propriedades. Uma 
boa ilustracao deste ponto e fornecida pelas rotacoes finitas em torno de eixos diferentes. 

Com efeito, consideremos uma rotacao por um 
angulo 6 em torno de um eixo. Poden'amos tentar 
associar-lhe um "vetor" "0" que caracterizaria comple- 
tamente a rotacao, tomando "9" na direcao do eixo e 
de magnitude dada pelo angulo de rotacao 6; o sentido 
de "0" poderia ser associado ao sentido de rotacao, 
convencionando-se que a rotacao, vista a partir da 
"extremidade da seta" de "0", e no sentido anti-horario 
(Fig. 3.11). Entretanto, embora "0" tenha magnitude, 
direcao e sentido, nao e um vetor. 

Para ver isto notemos que a operacao de compo- 
sicao de duas rotacoes finitas, representadas por "0^'e "0 2 " (em torno de eixos quaisquer), 
deveria corresponder a soma dos "vetores" correspondentes, "0! + 0 2 ", da mesma forma que 
o deslocamento resultante de dois deslocamentos e a soma dos vetores correspondentes. 
Vamos mostrar agora que esta operacao de "soma" deixaria de satisfazer a propriedade 
comutativa (3.2.2), ou seja, que em geral 

"0 1 +e 2 "^ , e 2 +9 1 " (3.2.5) 

No exemplo a seguir, "0/ e uma rotacao de + 90° em torno do eixo Ox, e "0 2 " e uma 
rotacao de + 90° em torno do eixo Oz. As Figs. 3.12 (a), (b) e (c) mostram respectivamente, a 
posicao inicial de um objeto (livro) e os efeitos de aplicar primeiro depois "0 2 ", levando 
em (c) ao resultado "0! + 0 2 "; as Figs, (a') , (b') e (c') mostram os efeitos de tomar a ordem 
inversa; comparando (c) e (c'J, vemos que vale a (3.2.5). Logo, as rotacoes finitas nao sao 
vetores. 




Figura 3.1 1 Representacao de rotacao 
finita. 
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"9." 



(b) 



z 



(c) 



z 

u 



"e 7 " 




"6, +e 2 " 
o 



»y 





(C) 



i 












"e 2 +e," 


i o 






: < 






# J. 








Figura 3.12 Nao comutatividade da resulrante de rotacdes finitas. 



3.3 — Componentes de um vetor 

Podemos agora relacionar a descricao "intrinseca" de um deslocamento por um vetor 
(Seg. 3.2) com sua descrigao em termos de coordenadas (Sec.3.1), introduzindo as componentes 
de um vetor em relacao a um sistema de coordenadas. Vamo-nos limitar por enquanto a 
vetores num piano, onde tomamos um sistema de coordenadas cartesianas. 

Seja u um vetor qualquer (na Fig. 3.13, tomamos 
a origem de u no pontcr 0, origem das coordenadas, 
o que nao tern nada de restritivo, porque um vetor 
nao esta associado a uma origem determinada: um 
vetor obtido de u por uma translacao e igual a u). 

Chamam-se componentes de u segundo os eixos 
Ox e Oy as projecoes u x e u y de u sobre esses eixos 
(Fig.). A magnitude de u (ou modulo de u) e dada 
por 




Figuia 3.13 CuiTipunentes de um vetor. 



U 



= -Ju 2 x + u 2 y 



(3.3.1) 



Chama-se vetor unitario um vetor de modulo = 1. Costuma-se designar um vetor unitario 
na direcao de u por u, de forma que 



u = u / 



u 



(3.3.2) 



Os vetores unitarios nas direcoes de Ox e Oy sao designados por i e j, respectivamente 
(ou entao por x e y). E imediato que (Fig. 3.14) 



u = u x i + u v } = u x x + u v y 



(3.3.3) 
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Se 0 e o angulo entre u e Ox (Fig. 3.13), temos 



cos9 
sen 6 



(3.3.4) 



o que permite obter 0 em termos de u x e u y , com o 
auxilio da (3.3.1): 




cos 9 = 



2 2 



Figura 3.14 Decomposicao de vetor. 



sen 0 = 



tge 



(3.3.5) 



2 2 
U + U 



A (3.3.3) mostra que 

u + v = (u x + v x )i + (u y + v y )j (3.3.6) 

ou seja, que as componentes da soma de dois vetores 
sao as somas das componentes correspondentes, o 
que tambem e obvio pela Fig. 3.15. Vemos tambem 
que 

Xv = Xv x i + Xv y ] 




Figura 3.1 5 Componentes da soma. 



(3.3.7) 



ou seja, as componentes de A,v sao (Xv x , Xv y ). 

Num dado sistema de coordenadas, vemos assim que um vetor esta associado a um par 
ordenado u -> (u x , u y ), com u + v ~> {u x + v x , u y + v y ), Xu -> [Xu x , Xu y ). Entretanto, a reclproca 
nao e verdadeira: nem todo par ordenado {u x , u y ) define um vetor. Como vemos pela (3.3.3), o 
vetor u so fica defmido quando sao dados tambem os vetores unitarios (i, j) que definem as 
diregoes dos eixos do sistema de coordenadas, o que permite construir o vetor como entidade 
intrinseca, representavel geometricamente de forma independente do sistema de coordenadas. 

Se passarmos de um sistema de coordenadas Oxy 
a outro Oxy de orientagao diferente (o que eqiiivale 
a uma rotacao dos eixos em torno da origem), o 
significado intrinseco do vetor u nos deve permitir 
calcular suas componentes {u' x , u' y ) no novo sistema a 
partir de (u x , u y ) e do angulo de rotacao (p. A Fig. 3.16 
mostra como isto se faz por projecao sobre os novos 
eixos, uma vez construi'do u pela (3.3.3). Veremos 
depois a forma analitica da relacao entre {u' x , u y ) e {u x , 
u y ), que da a lei de transformacao das componentes 
de um vetor numa rotacao de eixos. 0 importante e 
perceber que essa lei de transformagao e bem definida 

e caracten'stica de um vetor, refletindo o seu carater intrinseco. Assim, por exemplo, se tivermos 




Figura 3.16 Rotacao de eixos. 



u y +v y =w y 



(3.3.8) 



correspondendo a relacao intrinseca u + v = w, a lei de transformagao tern de ser tal que, em 
relacao ao novo sistema de coordenadas, se tenha tambem 



u +v ■- w 



U y +Vy=W y 



(3.3.9) 
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Figura3.17 Deslocamento relative 



Exemplo: Deslocamento relativo 

Sejam r 1 = OP! e r 2 = OP 2 , os deslocamentos de dois pontos P t e P 2 em relacao a origem 
O (Fig. 3.17). Chama-se deslocamento relativo de P 2 em relacao a P x o vetor P 1 P 2 = r 12 definido 
por 

1*12 = 12-1*., (3.3.10) 

A Fig. 3.17 mostra a construcao grafica que da r 12 . Uma caracterizacao intrinseca de r 12 
pode ser obtida dando seu modulo e o angulo p entre r 12 e (por exemplo). 

Se 0 e o angulo entre e r 2 , a lei dos cosenos aplicada ao triangulo OF 1 P 2 da 



i 12 



= rf + r| -2fir 2 cos6 



(3.3.11) 



o que determina |r 12 |. A lei dos senos da 



12 



_ h 



sen0 sen(Ti-p) sen p 



sen (3 = 



r 2 sen 0 



L 12 



(3.3.12) 



Por outro lado, tomando um sistema de coordenadas Oxy (Fig. 3.17), as (3.3.10) e (3.3.1) 



dao 



12 



= {x 2 - x x f + (y 2 - y x f = [x\ + yf ) + (x t + y\ ) - 2(x 2 *i + y 2 y x ) 



(3.3.13) 



onde, pelas (3.3.4), X[ = r,- cos 0„ y,- = r, sen 0, (i = 1,2), de modo que a (3.3.13) se escreve 



'12 



= r| + r t 2 - 2r t r 2 (cos0 2 cos©! + sen 0 2 sen 0 t ) 



COS{8 2 -8l) 

o que coincide com a (3.3.11), pois 0 = 0 2 - 0i (Fig. 3.17). 

Analogamente, se 0i 2 e o angulo entre r 12 e Ox, as (3.3.5) dao 



cos0 12 = 



sen 0 12 



x 2 -x x _ r 2 cos0 2 - r\ cos©! 



\2 



i 12 



y 2 -y\ _ h sen 0 2 - r t sen 0! 
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o que da 



sen (02-0!) 



1*12 



(sen e^cos9 x -cos0 12 sen 9^) = r 2 (sen 0 2 cos0! - sen 0 t cos0 2 ) 



sen (0 12 -0i) 



o que coincide com a (3.3.12), pois p = 9 2 - 6^ conforme vemos pelo triangulo OP A Q. Vemos 
assim que os resultados (3.3.11) e (3.3.12) tambem podem ser obtidos a partir das componentes 
dos vetores num dado sistema de coordenadas. 



3.4 — Velocidade e aceleracao vetoriais 



Consideremos uma parti'cula, em movimento 
num piano, que descreve uma trajetoria APB, em 
relacao a um sistema de referenda Oxy. Seja r(r) = 
OP o deslocamento da parti'cula em relacao a origem 
0 no instante t, onde Pea posicao ocupada pela 
parti'cula no instante t; seja r(t + At) = OP' o deslo- 
camento no instante t + At. Pela (3.3.10), o desloca- 
mento relativo da parti'cula entre os instantes t e t + At 
e o vetor (Fig. 3.18). 

PP' = Ar = r(t + At)-r(t) (3.4.1) 

Por analogia com a (2.1.5), e natural definirmos 
a velocidade media entre os instantes t e t + At por 




Figura 3.18 Trajetoria plana. 
r(t + At)-r(t) Ar 



t->t+M 



(3.4.2) 



At At 

Como a diferenca entre dois vetores e o produto de um vetor por um escalar sao vetores, 
q n d 91 mnctra rmp a vplnHHaHp mpHia p um vetor. cnia direcao e sentido sao os da corda PP' 
que liga as posicoes nos instantes t e t + At sobre a trajetoria. 

As componentes da velocidade media sao 



v x(t->t+Ar) 



Ax 
At 

Ay 
At J 



(3.4.3) 



ou seja, sao exatamente as velocidades medias dos movimentos unidimensionais descritos 
pelas projecoes x(t), y(t) do deslocamento instantaneo r(t) sobre os eixos. 
Quando At -» 0, sabemos pelas (2.2.2) e (2.2.5) que as (3.4.3) levam a 



v„(t) = lim 

At-»0 



v v (t)= lim 





dx 




~ dt 

> 


fAy A 






dt 



(3.4.4) 



que representam as velocidades instantaneas dos movimentos unidimensionais descritos pelas 
projecoes. Isto sugere definir a velocidade instantanea no instante t por 
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v(t) = lim 

At->0 



^ Ar ^ 



At 



dr 

eft 



— i + ^j = v (t)i + v ( t )j 

dt dt x y 



(3.4.5) 




Figura3.19 Velocidade verorial. 
Como vimos apos a (2.2.4), 



o que define ao mesmo tempo o conceito de derivada 
de um vetor dependente de um parametro (t) em 
relacao a este parametro. 

Observando o comportamento de Ar a medida 
que At -> 0 (Fig. 3.19), vemos tambem que a direcao 
da velocidade instantanea v(t) e a da tangente a 
trajetoria em P(r), e o sentido e o sentido de percurso 
da trajetoria para tcrescente. Obtemos assim a direcao 
e o sentido de v, mas como sabemos que e um vetor? 



d r f + \ t+v dx l dx 2 d f^t % dx 

—[X^t) + X 2 (t)] = — 1 + — f", —ttxit)} = ^-7 

dt dt dt dt dt 

de modo que (cf. (3.3.6), (3.3.7)) a definicao (3.4.5) satisfaz a todas as leis de composicao que 
caracterizam um vetor. Podemos concluir, de forma mais geral, que a derivada de um vetor e 
um vetor. 



v(/) 



P (0 p (r + AO 

v(0 ^\Av 



v (t + At) 




v (/ + At) 



Para definir a aceleragao media de forma ana- 
loga, consideremos um intervalo [t, t + At] e sejam 
v(f), v(t + Ar) os vetores velocidade instantaneos nos 
extremos do intervalo, que sao tangentes a trajetoria 
nos pontos correspondentes P(f) e P(f + At) (Fig. 3.20). 
Por definicao (cf.(3.4.2)), 



v(r + Af)-v(r) Av 



l f->f+At 



Figura 3.20 Aceleracao vetorial. 

e o vetor aceleragao media no intervalo t -> t + At. 
A aceleracao instantanea no instante r e o vetor 



At 



At 



(3.4.6) 



a(t)= lim 


"v(t + Ar)-v(t)~ 


= lim 




dv 








At 


Af->0 




dt 



(3.4.7) 



ou seja, e a derivada do vetor velocidade instantanea em relagao ao tempo. Pela (3.4.5), tambem 
podemos escrever 



fJ _. d 2 r d 2 x . d 2 y 
a(t) = — - - — -i + — *r 



dt c dt' 



df 



J 



(3.4.8) 



introduzindo assim ao mesmo tempo a derivada segunda de um vetor. 

Para ter uma interpretacao geometrica do vetor aceleracao instantanea, basta aplicar a 
interpretacao geometrica da derivada de um vetor, discutida apos a (3.4.5). Se, a partir de 
uma origem comum O, representarmos os vetores velocidade associados aos diferentes pontos 
da trajetoria (Fig. 3.21), a extremidade do vetor v(t) descrevera uma curva (em linha 
interrompida na Fig.) que se chama hodografo do movimento. O vetor aft) e tangente ao 
hodografo no ponto correspondente v(t). Vemos que em geral a(t) nao sera tangente a trajetoria. 
Em geral omitiremos a palavra "instantanea". Quando nos referirmos a velocidade e a 
aceleragao no instante t, estas expressoes designarao v(t) e a a(t), respectivamente. Um resultado 
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jv 4 (t 4 ) 



Hodografo 



Trajetoria 



S(t3) 



a 3 (t 3 ) 



p v,(t,) 




o vKt,) 




\(t + At) 



jv (f + A0| = |v Av ^ 0 



Figura 3.22 Variacao da direcao da 
velocidade. 



Figura 3.21 Hodografo. 

fundamental da discussao acima e que a aceleracao nao esta associada apenas a uma variacao 
do modulo da velocidade: conforme ilustrado na figura 3.22, uma variagao de diregao da 
velocidade tambem representa uma aceleragao. Assim, se urn carro percorre uma pista circu- 
lar, ele tern aceleragao, mesmo quando o ponteiro do velotimetro indica sempre o mesmo 
valor! Este resultado decorre do carater vetorial da velocidade e da aceleracao. 



3.5 — Movimento uniformemente acelerado 

Urn movimento qualquer chama-se uniformemente acelerado quando a aceleragao e 
constante (independente do tempo): 



a(t) = a = constante 



(3.5.1) 



onde "constante", para urn vetor, significa constante em modulo, direcao e sentido. 

Analogamente a discussao da Sec. 2.5, para determinar o movimento e preciso ainda dar 
as condigoes iniciais: 



(3.5.2) 



No instante t 0 + At, v e r terao variado respectivamente de Av e Ar, onde, para At 
suficientemente pequeno (de modo que possamos confundir aceleragao e velocidade medias 
e instantaneas), teremos 




Av = aAt| 
Ar = v 0 At | 



(3.5.3) 



Se v 0 e paralelo a a, as (3.5.3) mostram que o movimento sera retilineo, segundo a diregao 
paralela a v 0 e a que passa por r 0 (com efeito, podemos repetir o raciocmio a partir de t 0 + At, 
porque v 0 + Av continua neste caso sendo paralelo a a). Recai'mos entao no caso do movimento 
retilineo uniformemente acelerado, ja estudado na Seg. 2.5. 

Vamos supor entao que v 0 nao e paralelo a a, de forma que as diregoes de v 0 e a definem 
um piano, ou melhor, uma farm'lia de pianos paralelos. As (3.5.3) mostram entao que o 
movimento estara contido no piano dessa familia que passa pela posigao inicial r 0 , ou seja, o 
movimento e bidimensional. Podemos entao, sem restrigao de generalidade, tomar a origem 
neste piano. 
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y 




i 






i 


Vo/ 

/v 




a 






O 




>- X 



Vamos adotar urn sistema de coordenadas 
cartesianas com eixo Oy segundo a direcao de a (Fig. 
3.23). Temos entao 



a = aj 

v 0 = v 0;f i + v 0y j% 
r o = ^o i + yoj J 



(3.5.4) 



Figura 3.23 Condicdes iniciais. 



As projegoes do movimento sobre os eixos x e y 
obedecerao entao a 



a y = a = constante; v y (t 0 ) = v 0y ; y{t 0 ) = y Q 
a x =0; v x (t 0 ) = v Ox ; x(t 0 ) = x 0 



(3.5.5) 



que correspondem a movimentos unidimensionais do tipo ja considerado na Sec. 2.5. Podemos 
entao aplicar imediatamente as (2.5.4) e (2.5.8), obtendo. 



v y {t) = v Qy +a{t-t Q ) 
v x (t) = v 0x 



(3.5.6) 



y(t) = y Q + v 0y (t~t 0 ) + ^a{t-t 0 ) 2 
x(t) = x 0 + v 0x {t-t Q ) 



(3.5.7) 



Em forma vetorial, estes resultados se tornam: 



v(t) = v 0 +a(t-t 0 ) 



r(t) = r 0 + v 0 (t-t 0 ) + |a(t-t 0 ) 2 



(3.5.8) 
(3.5.9) 



que dao a solucao do problema de valores iniciais posto pelas (3.5.1) e (3.5.2). 

No caso particular em que a = 0, recai'mos no 
movimento retilineo uniforme (Fig. 3.24). Com efeito, 
neste caso, as (3.5.7) dao 





r(t)/ 


Ao 








o 







X = X 0 + V 0x [t-t 0 j\ y-y Q ^ X~X 0 

y = y 0 + v 0 y(f-to)j 



'Oy v 0x 

que e a equacao de uma reta (trajetoria). 

Para obter a forma da trajetoria no caso geral do 
movimento uniformemente acelerado, basta eliminar 
f - t 0 entre as (3.5.7). A condicao de que v 0 nao e 



(3.5.10) 



Figura 3.24 Movimento retilineo uniforme. 
paralelo a a da 



permitindo obter f- t 0 da segunda (3.5.7): 



t-t G = 



X-Xt 



V 



(3.5.11) 



(3.5.12) 



0x 
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Substituindo na primeira (3.5.7), obtemos 




(x-x 0 ) + 



1 a 



2v 2 



Ox 



(3.5.13) 



que e a equacao de uma parabola de eixo vertical, que passa por (x 0 , y 0 ), e cuja tangente neste 
ponto tern a diregao de v 0 (por construcao). 



A C 1 C ~7\ mm wi n'mnntn n Inn rir\ r\ o inn r> o l-i r\ 1 0 f Q R 1 n/^Hti C or 1 rnnciHoraH i~\ 

/"\S <J. I ) 1I1WS11 dill que (J 11 HJ V 1 1 1 iv_ 1 1 iav civ; lunyvj uu jjui uuuiu inj puui> jwi tuiuiuti uuu 

como resultante da composicao de urn movimento uniforme na direcao horizontal com um 
movimento uniformemente acelerado na direcao vertical. 



3,6 — Movimento dos projeteis 

Uma aplicacao importante dos resultados da Seg. 3.5 e o movimento dos projeteis na 
vizinhanca da superficie da Terra. Na balistica usual, podemos considerar a Terra como plana 
e a aceleracao da gravidade como constante (cf. (2.6.1)) (isto nao seria verdade para foguetes 
balisticos intercontinentais!) 

Pela convencao da Sec. 3.5, temos 
de tomar o eixo Oy segundo a vertical. 
Vamos orienta-lo apontando para cima, 
de modo que, na (3.5.4), a = -g: 

a = -gj (3.6.1) 

Vamo-nos limitar tambem ao caso 
em que x 0 = yo = 0, tomando a posicao 
inicial como origem, e vamos tomar 
f 0 = 0. Seja 9 o angulo entre v 0 e Ox (Fig. 
3.25), de modo que 




Figura 3.25 Trajetoria parabolica. 



As (3.5.6) e (3.5.7) ficam 



v 0x = v 0 cosG v 0y = v 0 sen 0 



v =v o sen0-gt v x =v o cos0 



(3.6.2) 



(3.6.3) 



1 2 

y = v 0 sen Bt--gt 



x = v 0 cos9 1 



e a equacao da trajetoria (3.5.13) fica 



y = tgQx 



gx' 



2vq cos 2 6 



(3.6.4) 



(3.6.5) 



Conforme mostra a Fig. 3.25, a altura maxima y m atingida pelo projetil corresponde ao 
instante t m em que v y se anula, ou seja, pela (3.6.3), 



_ v 0 sen 0 



(3.6.6) 



e o valor correspondente de y e dado pela (3.6.4): 
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„ v n sen 9 1 Vnsen 2 0 
y m = v 0 senG -L -g 



fir 



g 



ou seja, 




(3.6.6) 



Quanto tempo o projetil leva para atingir o solo no ponto x = A (Fig. 3.25)? Fazendo y = 0 
na primeira das (3.6.4), obtemos uma equacao do 2° grau em t, em que uma das raizes e f = 0, 
correspondendo ao ponto de lancamento, e a outra e 



t = t a^sene 

9 



(3.6.7) 



ou seja, e o dobro do tempo que leva para atingir a altura maxima, o que poderiamos ter 
inferido pela simetria da trajetoria com respeito ax = x m . 

Com que velocidade o projetil atinge o solo? Basta fazer f = t A na (3.6.3): 



v y (t A ) = v 0 sen 0 -gt A =-v 0 sen 0 

v z (t A ) = v o cos0 



... 



v(t A ) 



(3.6.8) 



Logo, ao atingir o solo, a velocidade do projetil so difere da velocidade inicial v 0 pela 
inversao da componente vertical (v y -» - v y ), e tern o mesmo modulo. Como y = 0 e um piano 
arbitrario, o mesmo vale em qualquer piano horizontal (y = constante), ou seja, tambem se 
aplica as velocidades nos dois pontos PeQem que a parabola corta um dado piano horizon- 
tal [Fig. (3.25)]. 

Podemos exprimir as componentes da velocidade diretamente em funcao da altura y 



mm o anxi'lin Ha {? 5 Ql- 



v y =±Vvq sen 2 0-2gy, 



v x = v o cos0 



(3.6.9) 




onde o sinal e + ou - conforme o projetil esteja subindo ou descendo. 

A distancia x = A entre o ponto de langamento 0 e o ponto em que o projetil volta a 
passar pelo piano y = 0 chama-se alcance do projetil, e se obtem substituindo a (3.6.7) na 
segunda (3. 6. 4 ): 



(3.6.10) 



onde usamos a bem conhecida relacao trigonometrica: sen (20) = 2 senG cos0. Uma conseqiien- 
cia imediata da (3.6.10) e que o alcance e maximo quando o "angulo de elevacao" 0 vale 45°. 

Na ultima jornada dos "Dialogos", Galileu discute o movimento dos projeteis. Precur- 
sores de Galileu acreditavam que uma bala de canhao se move em linha reta ate esgotar seu 
impulso, e depois cai verticalmente (um deles propos juntar esses dois segmentos de reta por 
um arco de circulo tangente a ambos para descrever a trajetoria). Galileu foi o primeiro a 
demonstrar que a trajetoria e uma parabola. Alem disso, obteve varios dos resultados 
discutidos acima, inclusive que o alcance e maximo para 0 = 45°, enunciando ainda o se- 
guinte resultado: 
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"As amplitudes das parabolas descritas por projeteis disparados com a mesma velocidade, 
mas em angulos de elevacao acima e abaixo de 45° e eqiiidistantes de 45°, sao iguais entre si". 

Isto significa que, para o mesmo valor de |v 0 |, os alcances correspondentes a 6 = 45° + 8 e 
0 = 45° - 8 sao iguais. Verifique este resultado! 

Galileu tambem observou o fato de que todos estes resultados sobre o movimento de 
projeteis sao bastante idealizados, uma vez que nao foi levado em conta o efeito da resistencia 
do ar, que tende a diminuir o alcance e alterar o carater do movimento. Este efeito e bastante 
complicado, porque a resistencia do ar depende da forma do projetil e do modulo da velocidade 

instantanea, v = ^v z x + v y , de modo que acopla os movimentos horizontal e vertical, que nao 

podem mais ser considerados como independentes. Entretanto, para projeteis de forma 
aerodinamica (como as balas de armas de fogo) e lancados com velocidades iniciais elevadas, 
os resultados acima constituent geralmente uma boa aproximacao. 

E interessante observar que podemo-nos aproximar melhor das condicoes ideais, em 
que a resistencia do ar esta ausente, utilizando feixes de particulas atomicas ou subatomicas 
(como eletrons) lancados numa regiao de alto vacuo. 

No caso de eletrons, o efeito foi observado nas primeiras experiencias que levaram a 
descoberta do eletron, feitas por J. J. Thomson em 1897. 

0 aparelho utilizado por Thomson 
(Fig. 3.26) era uma versao primitiva do 
moderno tubo de osciloscopio ou de 
televisao, conhecido como "tubo de raios 
catodicos". Um feixe de eletrons ("raios 
catodicos") produzido numa descarga ele- 
trica num gas rarefeito entre os eletrodos 
C (catodo) e A (anodo), e defletido de sua 
trajetoria retilinea ao passar entre as placas P 1 e P 2 (Fig.), entre as quais se estabelece uma 
diferenca de potencial. Veremos depois que isto equivale a superpor ao movimento retilineo 
uniforme dos eletrons no feixe, se^undo a horizontal, um movimento uniformemente acelerado 
na vertical, onde a aceleracao se deve ao campo eletrico entre as placas. A porcao de trajetoria 
BD na regiao entre as placas (Fig.) e entao um arco de parabola, e o feixe assim defletido e 
detetado pela mancha luminosa M que produz ao mcidir sobre um deposito fluorescente na 
parede interna do tubo. Thomson tambem investigou o efeito de um campo magnetico sobre 
o feixe (deflexao magnetica), e essas experiencias lhe permitiram medir a razao da carga 
eletrica para a massa do eletron, conforme sera visto posteriormente (Sec. 5.4). 

No caso de feixes atomicos, foi detetado o efeito de queda livre dos atomos, em experiencias 
realizadas por Estermann, Simpson e Stern* em 1947. Numa delas, foi utilizado um feixe de 
atomos de cesio, proveniente de um "forno" a temperatura de 450K. Atomos de cesio a essa 
temperatura tern velocidades medias da ordem de 300 m/s; um feixe colimado, propagando- 
se na direcao horizontal, era extraido do forno, penetrando num tubo onde se fazia alto vacuo, 
e nele viajando uma distancia de ~2m. 0 tempo de percurso correspondente e (2/300) s. De 
quanto os atomos caem nesse tempo sob a acao da gravidade? 

Caem de V 2 gr 2 = V 2 x 9,8 x (1/150) 2 m = 2 x 10 m, ou seja, de ~ 0, 2 mm. Embora se trate 
de um deslocamento pequeno, ele pode ser detetado com relativa facilidade, porque o diametro 
do feixe e do fio utilizado no detetor sao ~ 10 vezes menores (e um "detetor de fio quente", em 
que os atomos sao ionizados e depois coletados por um eletrodo, medindo-se a corrente 
eletrica resultante). Devido ao alto vacuo, os resultados obtidos nesta Secao sobre trajetorias 




Figura 3.26 Tubo de raios catodicos. 



* I. Estermann, O. C. Simpson e O. Stern, Phys. Rev, 71, 238 (1947). 
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parabolicas se aplicam com grande precisao. 0 objetivo das experiencias nao era estudar a 
queda livre, mas sim testar resultados da teoria cinetica dos gases, sobre a distribuicao de 
velocidades dos atomos. Tambem tern sido feitas recentemente tentativas de observar a queda 
livre de eletrons, mas a experiencia, realizada dentro de um cilindro evacuado, se torna muito 
mais dificil neste caso, devido a forcas de origem eletrica, oriundas das paredes do cilindro, 
que atuam sobre os eletrons, de modo que nao ha ainda evidencia clara de que o efeito tenha 
sido observado. 

Recentemente, foi produzido um "chafariz de atomos" em que eles foram lancados no 
vacuo, descrevendo trajetorias parabolicas, e que foi empregado na construcao do relogio 
atomico NIST-F1 (pag.15). 



3.7 — Movimento circular uniforme 



Um tipo de movimento piano de grande importancia na fisica e o movimento circular 
uniforme, em que a trajetoria e um ci'rculo e o modulo da velocidade instantanea e constante, 
de modo que a particula descreve arcos de circulo iguais em tempos iguais. Temos assim um 
movimento periodico, em que o pen'odo corresponde ao tempo levado para descrever uma 
volta completa, o que define um "relogio". 

De fato, o movimento da extremidade dos pon- 
teiros de um relogio e deste tipo. 0 movimento da 
Lua em torno da Terra tambem pode ser aproximado 
por um movimento circular uniforme. Outro exemplo 
sao as orbitas de parti'culas carregadas em acele- 
radores de tipo circular. 

Seja r o raio da trajetoria circular. A posicao ins- 
tantanea P da particula fica definida pelo angulo 9 
entre o vetor deslocamento r = OP correspondente e 
o eixo Ox de um sistema cartesiano com origem no 

sentido anti-horario. O arco s correspondente ao 
angulo 0 sobre o circulo e dado por 




Figura 3.27 Movimento circular. 



S = r6 



(3.7.1) 



onde 0 e medido em radianos (2ti rad = 360°^. Vamos introduzir r, o vetor unitario na direcao 
de r, que aponta radialmente para fora, e 0, o vetor unitario tangente ao circulo (portanto 
perpendicular a r) em P, orientado no sentido de 0 crescente (anti-horario). Note que ao 

contrario de i e j, que sao vetores fixos nas direcoes 
dos eixos, as direcoes de r e 0 variam com a posicao 
P ocupada pela particula ao Ion go do circulo. 

Pela definicao de movimento circular unifor- 
me, a lei horaria e s = s 0 + v{t - t 0 ) (3.7.2) onde s 0 e o 
valor do arco no instante inicial f 0 e ve a "velocidade 
linear" com que o arco s e descrito. Lembrando a defi- 
nicao (3.4.5) da velocidade instantanea e o fato de que 
|Arj se confunde com As (corda e arco se confundem) 
quando At -> 0, vemos que |v| da o modulo da velo- 
cidade instantanea v(f), que e tangente ao circulo em 
Figura 3.28 Velocidade instantanea. P- A velocidade instantanea v(f) e dada por 
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v - v6 (3.7.3) 

(note que isto continua valendo quando o circulo e descrito no sentido horario e v < 0). Temos 
ainda 



v = ds/dt 

como conseqiiencia imediata da (3.7.2). 

0 periodo Tdo movimento e o tempo para dar uma volta completa, ou seja, 



(3.7.4) 



T = 2nr/ 



v 



Chama-se freqiiencia x> o inverso do penodo: 



u = l/T 



(3.7.5) 



(3.7.6) 



A freqiiencia da portanto o numero de rotacoes por unidade de tempo. Assim, um disco 
LP tern 33 V 3 rpm (rotagoes por minuto), o que corresponde a u = 0,5 s -1 e T ~ 2 s. 

Podemos empregar a (3.7. 1) para exprimir a lei horaria (3.7.2) em termos do angulo 8 
descrito em funcao do tempo: 



e = e 0 + CG(t-t n ) 



onde 



co = v / r 



chama-se velocidade angular. Temos, analogamente a (3.7.4), 




(3.7.7) 



(3.7.8) 



(3.7.9) 



e as (3.7.5) e (3.7.8) mostram que 




(3.7.10) 



n vciutiuauc any uiai mtut ^111 i an / o, mu jMiiipi^aiiit^iiLis t-ni a . ^□□nn / pui ^A^nipiu, u 

velocidade angular do ponteiro dos segundos de um relogio, para o qual T= 1 min, e 

co = (2^/60)s" 1 = 0,ls" 1 - (0,lrad/s) 

A (3.7.8), escrita sob a forma v = cor, nos mostra ainda que, num disco em rotacao uniforme 
(por exemplo, um disco LP num toca-discos), a velocidade linear cresce linearmente com a 
distancia ao centro, sendo nula no centro e maxima na periferia. 

As (3.7.3) e (3.7.8) dao 



v = co r9 



(3.7.11) 



PmhnrQ n mmnmpntn rirrnlar iinifnrmp 



L i \-» Jl Ell V/ 



tenha uma velocidade de modulo constante, a 
diregao da velocidade v varia de ponto a ponto 
da trajetoria. Logo, conforme foi mencionado 
no fim da Sec. 3.4, ele e um movimento acele- 
rado, ou seja, a aceleracao e * 0. Vamos agora 
ver como se obtem a aceleracao a. 

Uma forma possivel de determinar a e pelo 
processo geometrico do hodografo, descrito na 
Sec. 3.4. 0 hodografo de um movimento circu- 




Figura 3.29 Hodografo do movimento 
circular uniforme. 
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lar uniforme tambem e urn movimento circular uniforme, sobre um ci'rculo de raio |v| (em 
linha interrompida na Fig. 3.29). Pelo que vimos na Sec. 3.4, a velocidade do movimento sobre 
o hodografo ("velocidade de variacao da velocidade") e a aceleracao a. Como a velocidade 
angular com que e descrito o hodografo e a mesma do movimento circular uniforme, mas o 
raio do hodografo e |v|, em lugar de r, obtemos da (3.7.8), aplicada ao hodografo, o modulo da 
aceleracao: 



= G)V = 0)7 = v / r 



(3.7.12) 



Por outro lado, o exame da Fig. 3.29 mostra que o vetor a, tangente ao hodografo, esta 
dirigido radialmente para dentro no ci'rculo original (trajetoria). Logo 





v 2 






a = - a 


r -co rr = r 




r 



(3.7.13) 




Figura 330 lncremento de velocidade. 
angulo |A6|: 



Esta e a chamada aceleracao centripeta (porque 
aponta para o centro do ci'rculo). 

Podemos tambem obter o mesmo resultado de 
outra forma, empregando diretamente a definicao 
(3.4.7) do vetor a. A Fig. 3.30 (a) ao lado mostra os 
vetores v(t) e v(t + At), onde At corresponde a um in- 
cremento A9. A (b) ilustra a construcao de Av, mos- 
trando que, no limite em que At -> 0, Av tende a 
apontar na direcao de -r . Alem disto, o angulo entre 
v(t) e v(t + At) e tambem A0, e, no limite em que At -» 0, 
podemos confundir o comprimento de Av (corda) com 
o do arco de ci'rculo de raio |v| que subentende o 



Av 


~ |v 




AG 


< 




V 












At 





Av 



A0 



At 



(3.7.14) 



o que se torna exato no limite em que At -» 0, levando novamente a (3.7.12) (cf. (3.7.9)). 

A ti'tulo de ilustracao, vamos calcular a aceleracao centripeta da Lua em sua orbita em 
redor da Terra, supondo a orbita circular, o que e uma boa aproximacao. O raio da orbita e 
r « 380.000 km = 3,8 x 10 8 m (distancia Terra-Lua). 0 pen'odo de rotacao da Lua em redor da 
Terra (mes lunar) e T« 27,3 dias - 27,3 x 8,64 x 10 4 s « 2,4 x 10 6 s. Logo, pelas (3.7.12) e (3.7.10), 



= co 2 r^r^2,7xlO- 3 ^ 
T s 2 



(3.7.15) 



o que podemos comparar com a aceleracao da gravidade (2.6.1): 

2,7 xlO" 3 



9 



9,8 



1 

3.600 



(3.7.16) 



3.8 — Aceleracoes tangential e normal 

Consideremos agora um movimento nao-uniforme sobre um ci'rculo. Embora a velocidade 
instantanea continue naturalmente sendo tangente ao ci'rculo, a nao-uniformidade do movi- 
mento circular significa que o modulo da velocidade, alem da sua direcao, tambem variara 
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com o tempo. E natural entao considerar separa- 
damente os dois fatores que contribuem para Av. 

Na Fig. 3.31 (a), consideramos a situacao em 
que \\{t + At)| * |v(t)|. Na (b), PQ representa v(t) e 
PP' corresponde a v(t + At). O ponto Q' e tornado 
de tal forma que |PQ'| = |PQ| = |v(t)|. Vemos que 



Av = QP' = QQ' + QP' 

Ja calculamos QQ' na (3.7.14): 



QQ'= (Av) r 



A6 




(3.8.1) 



(3.8.2) Figura 3.31 Movimento circular acelerado. 



onde o indice r se refere ao fato de que, para At -» 0, (Av) r dara a componente radial de a 
(aceleragao centn'peta), ja calculada na Sec. 3.7: 



lim 

Af->0 



(Av) r 
At 



= -to rr ■ -r 



( de 
K dtj 



(3.8.3) 



A componente nova que temos de calcular e Q'P'. No caso ilustrado na Fig. 3.31 (a), 
temos v > 0 e a (b) mostra que, no limite em que At -> 0, A a diregao e sentido de Q'P' tendem a 
coincidir com os de v(t), ou seja (cf. (3.7.3)), com os de 0, e 



Q'P' - (Av) e « [v(t + At) - v(t)]6 = Av ■ e 



de modo que 



lim 

AtH>0 



(Av) t 
At 



= lim 

Af->0 



^Av^ 



At 



9 = ^-6 
dt 



(3.8.4) 



(3.8.5) 



Esta relacao permanece valida quer seja v > 0 ou v < 0, e quer |v| esteja crescendo ou 
decrescendo, como se ve por uma discussao analoga a da Sec. 2.4. Pelas (3.7.8) e (3.7.9), temos 
ainda a relacao 



(3.8.6) 



onde a se chama aceleragao angular. 

Combinando as expressoes acima, obtemos finalmente a expressao da aceleragao num 
movimento circular qualquer: 




a = a r r + a e 0 



(3.8.7) 



onde 





fde^ 


2 2 
V 


a r = -co 2 r = -r 










r 



(3.8.8) 



a e = ar = r 



<fQ = dv_ 
dt 2 " dt 



(3.8.9) 



0 termo a r r na (3.8.7) continua sendo chamado de aceleragao centripeta; o outro termo, 
a e flea componente da aceleragao tangente ao circulo, e se chama por isso de aceleragao 



58 



Capitulo 3 - MOV1MENTO BIDIMENSIONAL 



tangential; a r e a 6 na (3.8.7) definem tambem as componentes do vetor a em coordenadas 
polares (Sec. 1.6). 

Exemplo: Movimento circular uniformemente acelerado: E, por definicao, aquele em que a 
aceleragao angular a e constante-. 



a - 



dt 2 



= constante 



(3.8.10) 



Sejam 




(3.8.11) 



os valores iniciais da velocidade angular e do angulo 9. Pela analogia entre as (3.8.10) - (3.8.11) 
e as (2.5.1), (2.5.3) e (2.5.7), vemos imediatamente que a lei horaria do movimento 
uniformemente acelerado e (cf. (2.5.8)) 



e(t) = 9 0 + (o 0 a-t 0 ) + iot(t-t 0 ) 2 



(3.8.12) 



que a velocidade angular instantanea e (cf. ( 2.5.4)) 



e que (cf. (2.5.9) 



B 



P' (f +/A0 




Figura 3.32 Movimento piano geral 



co(r) = Q) 0 +q(f-f Q ) 



co =coo + 2a(e-6 0 ) 



(3.8.13) 



(3.8.14) 
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Figura 3.33 Aceleracdes tangencial e normal. 



A expressao de a se obtem substituindo as (3.8.10) 
e (3.8.13) nas (3.8.7) a (3.8.9). 

Consideremos agora um movimento piano sobre 
uma trajetoria curva qualquer AB (Fig. 3.32), e sejam 
P e P' as posicoes nos instantes t e t + At respeo 
tivamente. As normais a curva em P e P' (perpen- 
diculares as tangente's nesses pontos) se encontram 
geralmente num ponto C (Fig.), que, para At muito 
pequeno, e eqiiidistante de P e P", ou seja, e o centra 
de um, circulo de raio R = CP tal que o arco de circulo 
PP' e arco de curva PP' tendem a ter as mesmas 
tangentes emPeP' quando At -> 0 (e o arco de circulo 
que melhor se aproxima do arco de curva PP' nesse 
limite). 0 ponto C chama-se cenfro de curvatura da 
curva no ponto P e R e o raio de curvatura cor- 
respondente (para um segmento de reta, R e infinito). 
O circulo de centro C e raio R e o circulo de curvatura 
da curva no ponto P; em geral, C e R variam de ponto 
a ponto. 

Por construgao, o movimento sobre a curva e 
sobre o circulo de curvatura tern os mesmos vetores 
velocidade em P e P' quando At-» 0; logo, tern tambem 
a mesma aceleragao a. Para o movimento sobre o 
circulo de curvatura, a e dado pela (3.8.7). Entretanto 
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r e 0 tern de ser interpretados do ponto de vista da trajetoria: 

a e 9 tern a direcao da tangente a trajetoria em P, e da a aceleragao tangenciai a T (Fig. 3.33), ao 
passo que a r f aponta em direcao ao centro de curvatura C e da a aceleragao normal a N . 
Temos (cf. (3.8.8) e (3.8.9)) 

(3.8.15) 



a — 3t "I - a 



AT 




(3.8.16) 



(3.8.17) 



onde Re o raio de curvatura em P. A magnitude da aceleragao em P e dada por 



— \j 3j + 5|y 



(3.8.18) 



3,9 — Veloridade relativa 

Consideremos duas particulas em movimento em 
relacao a uma origem 0, que num dado instante, 
ocupam as posicoes P! e P 2/ correspondendo aos 
deslocamentos r t (r) e r 2 (r) em relacao a 0 (Fig. 3.34). 
0 deslocamento relativo r 12 (r) de P 2 em relacao a P t 

no instante t e, como vimos na (3.3.10), Rgura 3 34 peslocamento relativo. 

r 12 (t) = r 2 (t)-r 1 (t) (3.9.1) 
Derivando ambos os membros da (3.9.1) em relacao ao tempo, obtemos (cf. (3.4.5)) 





P 2 






r 2 (t)/ 


^>p, 






O 





d_ 
dt 



r 12 = v 12 (t) = v 2 (f)-v 1 (t) 



(3.9.2) 



ou seja, a velocidade relativa de 2 em relacao a 1, dada por v 12 , e a diferenca entre as velocidades 
de 2 e 1 em relacao a origem O. Podemos interpretar v 12 como a velocidade da particula 2 
num referencial com origem na particula 1. Assim, no exemplo citado por Galileu do corpo 
que cai do mastro de um navio em movimento na direcao horizontal, as componentes 
horizontals das velocidades do corpo e do navio sao iguais e se cancelam na (3.9.2), de forma 
que a velocidade do corpo relativa ao navio continua sendo vertical (ele cai ao pe do mastro). 

Se estivermos no interior de um veiculo em mo- 
vimento horizontal (em relacao ao solo) com veloci- 
dade x-i e se gotas de chuva estiverem caindo verti- 
calmente (em relacao ao solo) com velocidade v 2 , 
vemos as gotas de chuva escorrerem sobre uma janela 
do veiculo segundo um angulo 0 com a horizontal 
correspondente a direcao de v 12 , ou seja, (Fig. 3.35), 
temos tg0 = v 2 /v^. 

Voltaremos a discutir este assunto de forma mais Rgura 3 35 chuva na janela de um airro 
ampla no capitulo 13. em mov imenro. 
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PROBLEAAAS DO CAPITULO 3 

1. No problema do cacador e do macaco (Sec. 3.1), mostre analiticamente que a bala atinge 
o alvo, e calcule em que instante isso ocorre, para uma dada distancia d entre eles e 
altura h do galho, sendo v 0 a velocidade inicial da bala. Interprete o resultado. 

2. Urn aviao a jato voa para o norte, de Brasilia ate Belem, a 1.630 km de distancia, levando 
2h 10 min nesse percurso. De la, segue para oeste, chegando a Manaus, distante 1.290 
km de Belem, apos lh 50 min de voo. (a) Qual e o vetor deslocamento total do aviao? (b) 
Qual e o vetor velocidade media no trajeto Brasilia - Belem? (c) Qual e o vetor velocidade 
media no trajeto Brasilia - Manaus ? 

3. Mostre que a magnitude da soma de dois vetores a e b esta sempre compreendida entre 
os limites 



a + b 



< 



a 



+ 



Em que situacoes sao atingidos os valores extremos? 

4. As magnitudes de a e b sao iguais. Qual e o angulo entre a + b e a - b? 

5. As latitudes e longitudes de Sao Paulo, Rio de Janeiro e Belo Horizonte, respectivamente, 
sao as seguintes: Sao Paulo: 23°33' S, 46°39' O; Rio de Janeiro: 22°53' S, 43°17' O ; Belo 
Horizonte: 19°55' S, 43°56' O. A partir destes dados, (a) Calcule as distancias entre as tres 
cidades; (b) Em relacao a um sistema de coordenadas com origem em Sao Paulo e eixo 
das abcissas na direcao Sao Paulo - Rio de Janeiro, obtenha o vetor de posicao de Belo 
Horizonte. 

6. Um helicoptero, saindo de seu hangar, percorre 100 m numa pista em direcao ao sul, 
dobrando depois para entrar noutra pista rumo ao leste, de onde, apos percorrer mais 
100 m, levanta voo verticalmente, elevando-se a 100 m de altitude. Calcule: (a) A magni- 
tude do deslocamento total; (b) o angulo de elevacao em relacao ao solo, a partir do 
hangar; (c) a direcao da projecao sobre o solo do vetor deslocamento total. 

7. Uma pedra que se encontra numa elevacao de 60 m, sobre uma plataforma horizontal, e 
arrastada por uma enxurrada com a velocidade de 3 m/s. A que distancia horizontal do 
ponto de projecao e com que velocidade (em km/h) ela atinge o solo? 

8. Uma mangueira, com o bico a 1,5 m acima do solo, e apontada para cima, segundo um 
angulo de 30° com o chao. O jato de agua atinge um canteiro a 15 m de distancia. (a) Com 
que velocidade o jato sai da mangueira? (b) Que altura ele atinge? 

9. Num jogo de volei, desde uma distancia de 14,5 m da rede, e dado um saque do tipo 
"jornada nas estrelas". A bola sobe a 20 m acima da altura de lancamento, e desce ate a 
altura do lancamento num ponto do campo adversario situado a 1 m da rede e 8 m a 
esquerda do lancamento. (a) Em que angulo a bola foi lancada? (b) Com que velocidade 
(em km/hj volta a atingir a altura do lancamento? (c) Quanto tempo decorre neste 
percurso? 

10. Um jogador de basquete quer encestar a bola levantando-a desde uma altura de 2 m do 
chao, com velocidade inicial de 7 m/s. A distancia da bola a vertical que passa pelo centra 
do cesto e de 3 m, e o aro do cesto esta a 3,05 m de altura do chao. Em que angulo a bola 
deve ser levantada? 

11. Demonstre o resultado de Galileu enunciado a pg. 53, mostrando que, para uma dada 
velocidade inicial v 0 , um projetil pode atingir o mesmo alcance A para dois angulos de 
elevacao diferentes, 9 = 45° + 5 e 0 = 45° - 8, contanto que A nao ultrapasse o alcance 
maximo A m = vfyg. Calcule 8 em funcao de v 0 e A. 



PROBLEMAS DO CAPITULO 3 6 1 



12. Generalize o resultado do problema anterior, mostrando que um projetil lancado do chao 
com velocidade inicial v 0 pode atingir um ponto situado a distancia x e a altura y para 
dois angulos de elevacao diferentes, contanto que o ponto (x, y) esteja abaixo da "parabola 
de seguranca" 



onde A m e o alcance maximo. 

13. Um jogador de futebol inexperiente chuta um penalti a 9 m do gol, levantando a bola 
com velocidade inicial de 15 m/s. A altura da trave e de 2,4 m. Calcule: (a) a que distancia 
maxima da trave, atras do gol, um apanhador de bola pode ficar agachado, e (b) a que 
distancia minima devem ficar os espectadores, para que nao corram risco nenhum de 
levar uma bolada. 

14. Um jogador de futebol, a 20,5 m do gol adversario, levanta a bola com um chute a uma 
velocidade inicial de 15 m/s, passando-a ao centroavante do time, que esta alinhado com 
ele e o gol, a 5,5 m do gol. O centroavante, que tern 1,80 m de altura, acerta uma cabecada 
na bola, imprimindo-lhe um incremento de velocidade na direcao horizontal, e marca 
gol. (a) De que angulo a bola havia sido levantada? (b) Qual foi o incremento de velocidade 
impresso a bola pela cabecada? Considere cuidadosamente todos as solucoes possiveis. 

15. 0 alcance de um projetil e 4 vezes sua altura maxima, e ele permanece no ar durante 2 s. 
(a) Em que angulo ele foi lancado? (b) Qual foi a velocidade inicial? (c) Qual e o alcance? 

16. Um canhao lanca um projetil por cima de uma 
montanha de altura h, de forma a passar quase 
tangenciando o cume C no ponto mais alto de 
sua trajetoria. A distancia horizontal entre o 
canhao e o cume e R. Atras da montanha ha uma 
depressao de profundidade d (Fig. 3.36). Deter- 
mine a distancia horizontal entre o ponto de 
lancamento O e o ponto P onde o projetil atinge 
o solo, em funcao de R, d e h. 




* 17. Uma pedra cai de um balao que se desloca horizontalmente. A pedra permanece no ar 
durante 3 s e atinge o solo segundo uma direcao que faz um angulo de 30° com a vertical, 
(a) Qual e a velocidade do balao? (b) De que altura caiu a pedra? (c) Que distancia a pedra 
percorreu na horizontal? (d) Com que velocidade a pedra atinge o solo? 

18. Calcule a velocidade angular media de cada um dos tres ponteiros de um relogio. 

19. Com que velocidade linear voce esta se movendo devido a rotacao da Terra em torno do 
eixo? E devido a translacao da Terra em torno do Sol? (aproxime a orbita da Terra por 
um circulo). Em cada um dos dois casos, calcule a sua aceleracao centripeta em m/s 2 e 
exprima-a como um percentual da aceleracao da gravidade. 

20. Numa ultracentnfuga girando a 50.000 rpm (rotacoes por minuto), uma parti'cula se 
encontra a 20 cm do eixo de rotacaos. Calcule a relacao entre a aceleracao centripeta 
dessa parti'cula e a aceleracao da gravidade g. 

21. Qual e a hora entre 9 h e 10 h em que o ponteiro dos minutos de um relogio coincide com 
o das horas? Depois de meio dia, qual e a primeira vez que os tres ponteiros voltam a 
coincidir? 
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22. Na figura, a roda maior, de 30 cm de raio, trans- 
mite seu movimento a menor, de 20 cm de raio, 
atraves da correia sem fim C, que permanece 
sempre bem esticada e sem deslizamento. A roda 
maior, partindo do repouso com aceleracao an- 
gular uniforme, leva 1 min para atingir sua velo- 
cidade de regime permanente, e efetua um total 
de 540 rotacoes durante esse intervalo. Calcule a 
velocidade angular da roda menor e a velocidade 
linear da correia uma vez atingido o regime permanente. 

23. Uma roda, partindo do repouso, e acelerada de tal forma que sua velocidade angular 
aumenta uniformemente para 180 rpm em 3 min. Depois de girar com essa velocidade 
por algum tempo, a roda e freada com desaceleracao angular uniforme, levando 4 min 
para parar. O numero total de rotacoes e 1.080. Quanto tempo, ao todo, a roda ficou 
girando? 

24. Um carro de corridas percorre, em sentido anti-horario, uma pista circular de 1 km de 
diametro, passando pela extremidade sul, a 60 km/h, no instante t = 0. A partir dai, o 
piloto acelera o carro uniformemente, atingindo 240 km/h em 10 s. (a) Que distancia o 
carro percorre na pista entre t = 0 e t =1 s? (b) Determine o vetor aceleracao media do 
carro entre t = 0 e t - 10 s. 

25. Um trem viaja para o norte a 120 km/h. A fumaca da locomotiva forma uma trilha que se 
estende numa direcao 14° ao E da direcao sul, com o vento soprando do oeste. Qual e a 
velocidade do vento? 

26. Um bombardeiro, a 300 m de altitude, voando a 180 km/h, mergulha segundo um angulo 
de 30° com a horizontal, em perseguicao a um carro que viaja a 90 km/h. A que distancia 

horizontal do carro deve ser lancada uma bomba para que acerte no alvo? 

27. Um rio de 1 km de largura tern uma correnteza de velocidade 1,5 km/h. Um homem 
atravessa o rio de barco, remando a uma velocidade de 2,5 km/h em relacao a agua. (a) 
Qual e o tempo minimo que leva para atravessar o rio? Onde desembarca neste caso? (b) 
Suponha agora que o homem quer chegar a um ponto diametralmente oposto na outra 
margem, e tern duas opcoes: remar de forma a atingi-lo diretamente, ou remar numa 
direcao perpendicular a margem, sendo arrastado pela correnteza ate alem do ponto 
onde quer chegar, e depois caminhar de volta ate la. Se ele caminha a 6 km/h, qual das 
duas opcoes e mais vantajosa, e quanto tempo leva? 

28. As 8 h da manna, um navio sai do porto de Ilheus, rumando para 45° SO, a velocidade de 
16 nos (1 no = 1 milha man'tima/h = 1.852 m/h). A mesma hora, outro navio esta a 45° NO 
de Ilheus, a 40 milhas man'timas de distancia, rumando em direcao a Ilheus, a uma 
velocidade de 12 nos. A que hora os dois navios passam a distancia minima um do outro? 
Qual e essa distancia? 

29. Dois trens passam pela mesma estacao, sem parar nela, com dois minutos de diferenca, 
ambos a 60 km/h. O primeiro a passar viaja rumo ao sul e o segundo viaja para oeste. (a) 
Determine o vetor velocidade relativa do segundo trem em relacao ao primeiro. (b) Com 
origem na estagao, e tomando como instante inicial o da passagem do primeiro trem 
pela estacao, represente graficamente o vetor deslocamento relativo do segundo trem 
em relacao ao primeiro, nos instantes t = 0, t = 2 min e t = 4 min. Que forma tern a 
trajetoria do segundo trem vista do primeiro? (c) A que distancia minima os dois trens 
passam um do outro? Em que instante isso ocorre? 
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30. A distancia entre as cidades AeBeJ. Urn aviao faz uma viagem de ida e volta entre A e 
B, voando em linha reta, com velocidade Vem relacao ao ar. (a) Calcule o tempo total de 
voo, se o vento sopra com velocidade v, numa direcao que forma urn angulo 8 com a 
direcao AB. Este tempo depende do sentido em que o vento sopra? (b) Mostre que a 
viagem de ida e volta so e possivel se v < V, e calcule a relacao entre o tempo de voo 
quando o vento sopra na direcao AB e o tempo t ± quando sopra na direcao perpendicu- 
lar (este resultado e relevante na discussao da experiencia de Michelson e Morley); (c) 
Mostre que, qualquer que seja sua direcao, o vento sempre prolonga a duracao da viagem 
de ida e volta. 
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Cafitulo 

OS PRINCIPIOS 
DA DINAMICA 



4.1 — Forcas em equilibrio 

Ate aqui discutimos somente a descrigao de movimentos, sem nos preocuparmos com a 
determinacao do tipo de movimento que tera lugar em dadas circunstancias fisicas. Esta 
determinacao constitui o problema fundamental da dinamica. 

Os principios basicos da dinamica foram formulados por Galileu e por Newton. Procu- 
raremos chegar a eles baseando-nos o mais possivel em nocoes intuitivas. Sabemos todos 
por experiencia que o movimento e afetado pela acao do que costumamos chamar de "forcas". 
Nossa ideia intuitiva de forcas esta relacionada com o esforco muscular, e sabemos que, 
exercendo "forcas" deste tipo, somos capazes de colocar objetos em movimento ou, mais 
geralmente, alterar seu estado de movimento. 

Historicamente, as forcas e seus efeitos foram analisadas primeiro em situacoes "estaticas", 
ou seja, de equilibrio, e vamos inicialmente considerar situacoes deste tipo afim de formular 
um metodo (que sera ainda provisorio) de medir o efeito de uma forga. Tambem vamo-nos 
limitar, por enquanto, a forcas aplicadas a uma particula, ou seja, um corpo de dimensoes 
despreziveis. 

Dizemos que uma particula que permanece em repouso em relacao a um dado referencial 
esta em equilibrio nesse referencial. Por enquanto, podemos pensar no referencial como 
estando ligado ao laboratorio; mais tarde, voltaremos a discutir o problema da escolha do 
referencial. 

Podemos medir o efeito de uma forca aplicada a 
uma particula P, conforme mostra a Fig. 4.1, pela 
distensao que ela produz numa mola, presa rigi- 
damente pela outra extremidade a um suporte fixo. A 
posicao indicada por um ponteiro ligado a mola per- 
mite graduar uma escala, cuja indicacao "0" corres- 
ponde a posicao do ponteiro antes da aplicacao da 
forca. Podemos provisoriamente definir a unidade de 
forca nesta escala, de forma bastante arbitraria, asso- 
ciando-lhe a graduagao "\" na escala (e preciso que a 
Rgura4.1 Distensao de uma mola. for fa nao seja tao grande que produza uma defor- 

macao permanente da mola, ou seja, que ela volte ao 
"0" quando a soltarmos, removendo a forca). Diremos entao, por exemplo, que duas pessoas 
diferentes produzem "a mesma forca" sobre a particula quando levam o ponteiro a mesma 
posigao de equilibrio sobre a escala. 
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Figura4.2 Forca dupla. 



A Fig. 4.2 mostra como podemos definir uma 
forca de duas unidades na escala acima, utilizando 
duas molas identical cada uma das quais sofre uma 
distensao correspondente a uma unidade de forca. 
Podemos definir analogamente outros multiplos da 
unidade de forca. 

Uma forca produz efeitos diferentes conforme a 
diregao e sentido em que e aplicada, o que sug ere uma 
representacao de tipo vetorial. Na Fig. 4.3 (b), F 1y F 2 e 
F 3 representam as forcas aplicadas a particula P em 
(a), em magnitude (medida pela distensao das molas), 
direcao e sentido. E um fato experimental 
que a particula P permanece em equilibrio 
sob a acao simultanea dessas tres forcas' 
quando 

F t +F 2 +F 3 = 0 (4.1.1) 

ou seja, quando a resultante (vetorial!) das 
tres forcas se anula (poligono fechado na 
Fig. 4.3 (b)). A experiencia mostra portanto 
que as forcas se combinam como vetores, 
e a condicao de equilibrio (resultante nula) 
permanece valida para um numero qual- 
quer de forcas aplicadas a uma particula. 

Em particular, na Fig. 4.1., podemos 
dizer que, como a particula F esta em 
equilibrio, a mola aplica sobre ela uma forca 
igual e contraria a forga aplicada pela 
pessoa. 

Consideremos agora a situacao da Fig. 
4.4, em que a particula esta suspensa ver- 
ticalmente da mola ("balanca de mola"). O 

ponteiro acusa uma distensao da mola, na ' I 'S ura 4 - 3 Equilibrio de forcas 
situacao de equilibrio. Temos portanto duas forcas 
iguais e contrarias, F e -F na figura, agindo sobre a 
particula. Uma delas, -F, e devida a mola, como no 
exemplo acima. E a outra? A forca F nao e devida ao 
puxao de uma pessoa; sabemos que se deve a atragao 
gravitacional da Terra e representa a forga-peso. O 
peso do corpo e a magnitude desta forca, ou seja, e a 
magnitude da forca (vertical, dirigida para cima) que 
e preciso apiicarao corpo para mante-lo em equilibrio 
quando suspenso livremente, sob a agao da gravidade. 
No exemplo acima, esta forca esta sendo aplicada pela 
mola. 

A forca-peso e um exemplo de uma forca que atua Figura 4.4 Forca peso, 
sobre uma particula sem que haja contato direto com 

o agente responsavel pela forca (no caso a Terra). Forgas eletricas e magneticas sobre particulas 
carregadas sao exemplos analogos. 
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Figura 4.5 Reacao de contato. 

detalhada, os diferentes tipos de for? as discutidas acima. 



Se a parti'cula P que estava suspensa da mola e 
agora colocada sobre uma mesa, onde tambem per- 
manece em equilibrio, inferimos que a forca -F que 
equilibra a forca-peso, e que estava sendo aplicada 
pela mola, esta sendo aplicada pela mesa sobre a 
parti'cula. Esta forca -F e um exemplo de uma reacao 
de contato, normal a superfine da mesa, e que tern 
origem na deformacao elastica da mesa devida a seu 
contato com o objeto colocado sobre ela. 

Voltaremos mais adiante a analisar, de forma mais 



4.2 — A Lei da Inercia 

Segundo Aristoteles, tanto para colocar um corpo em movimento, como para mante-lo 
em movimento, e necessaria a acao de uma forca. Isto parece concordar com nossa experiencia 
imediata de que um objeto deslizando sobre o solo, por exemplo, tende a parar se pararmos 
de empurra-lo. Entretanto, um projetil como uma pedra ou uma flecha continua em movimento 
depois de lancado. Aristoteles explicava isto afirmando que e o ar, "empurrado para os lados" 
pelo projetil, que se desloca para tras dele e produz a forca que o impulsiona. Logo, segundo 
Aristoteles, se a forca que atua sobre um corpo e nula, o corpo permanecera sempre em 
repouso. 

Vejamos agora o que diz Galileu nos "Dialogos Sobre os Dois Principals Sistemas do 
Mundo": 

S ALVIATTI: . . .Diga-me agora: Suponhamos que se tenha uma superfine plana lisa como 
um espelho e feita de um material duro como o aco. Ela nao esta horizontal, mas 
inclinada, e sobre ela foi colocada uma bola perfeitamente esferica, de algum mate- 
rial duro e pesado, como o bronze. A seu ver, o que acontecera quando a soltarmos? 

SIMPLICIO: Nao acredito que permaneceria em repouso; pelo contrario, estou certo de 
que rolaria espontaneamente para baixo... 

S ALVIATTI: ...E por quanto tempo a bola continuaria a folar, e quao rapidamente? 
Lembre-se de que eu falei de uma bola perfeitamente redonda e de uma superfine 
altamente polida, afim de remover todos os impedimentos externos e acidentais. 
Analogamente, nao leve em consideracio qualquer impedimento do ar causado por 
sua resistencia a penetracao, nem qualquer outro obstaculo acidental, se houver. 

SIMPLICIO: Compreendo perfeitamente, e em resposta a sua pergunta digo que a bola 
continuaria a mover-se indefinidamente, enquanto permanecesse sobre a superfine 
inclinada, e com um movimento continuamente acelerado... 

SALVIATTI: Mas se quisessemos que a bola se movesse para cima sobre a mesma 
superfine, acha que ela subiria? 

SIMPLICIO: Nao espontaneamente; mas ela o faria se fosse puxada ou lancada para 
cima. 

SALVIATTI: E se fosse lancada com um certo impulso, qual seria seu movimento, e de 
que amplitude? 

SIMPLICIO: O movimento seria constantemente freiado e retardado, sendo contrario a 
tendencia natural, e duraria mais ou menos tempo conforme o impulso e a inclinacao 
do piano fossem maiores ou menores. 
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SALVIATTI: Muito bem, ate aqui voce me explicou o movimento sobre dois pianos 
diferentes. Num piano inclinado para baixo, o corpo movel desce espontaneamente 
e continua acelerando, e e preciso empregar uma forca para mante-lo em repouso. 
Num piano inclinado para cima, e preciso uma forca para lancar o corpo ou mesmo 
mante-lo parado, e o movimento impresso no corpo diminui continuamente, ate 
cessar de todo. Voce diria ainda que, nos dois casos, surgem diferencas conforme a 
inclinacao do piano seja maior ou menor, de forma que urn declive mais acentuado 
implica maior velocidade, ao passo que, num aclive, um corpo lancado com uma 
dada forca se move tanto mais longe quanto menor o aclive. 

Diga-me agora o que aconteceria ao mesmo corpo movel, colocado sobre uma 
superfine sem nenhum aclive nem declive. 

SIMPLICIO: Aqui preciso pensar um instante sobre a resposta. Nao havendo declive, 
nao pode haver tendencia natural ao movimento; e, nao havendo aclive, nao pode 
haver resistencia ao movimento. Parece-me portanto que o corpo deveria natu- 
ralmente permanecer em repouso. Mas eu me esqueci; faz pouco tempo que Sagredo 
me deu a entender que isto e o que aconteceria. 

SALVIATTI: Acredito que aconteceria se colocassemos a bola firmemente num lugar. 
Mas que sucederia se lhe dessemos um impulso em alguma direcao? 

SIMPLICIO: Ela teria que se mover nessa direcao. 

SALVIATTI: Mas com que tipo de movimento? Seria continuamente acelerado, como no 

declive, ou continuamente retardado, como no aclive? 
SIMPLICIO: Nao posso ver nenhuma causa de aceleracao, uma vez que nao ha aclive 

nem declive. 

SALVIATTI: Exatamente. Mas se nao ha razao para que o movimento da bola se retarde, 
ainda menos ha razao para que ele pare; por conseguinte, por quanto tempo voce 
acha que a bola continuaria se movendo? 

SIMPLICIO: Tao longe quanto a superfine se estendesse sem subir nem descer. 

SALVIATTI: Entao, se este espaco fosse ilimitado, o movimento sobre ele seria tambem 

ilimitado? Ou seja, perpetuo? 
SIMPLICIO: Parece-me que sim, desde que o corpo movel fosse feito de material duravel." 

Temos aqui formulada pela primeira vez a lei da inercia: na situacao ideal contemplada 
por Galileu, com uma esfera lancada sobre um piano horizontal perfeitamente polido (sem 
atrito), desprezando a resistencia do ar. 0 movimento nao seria nem acelerado nem 
desacelerado: nao havendo forcas na direcao horizontal, teriamos um movimento retilineo 
uniforme. Ao contrario do que dizia Aristoteles, nao ha necessidade de forcas para manter 

LUll 111UV1II1C111U icuiiiicu uiiiiLiiinc: pciu cuuiiaiiu, uma atcici ayou nuia i,v — tunoiann- ) vdlo 

necessariamente associada a ausencia de forca resultante sobre a particula (F = 0}. 

A situacao imaginada por Galileu e muito dificil de realizar na pratica, na escala do 
laboratorio. Podemos pensar nela como um caso limite. Em circunstancias em que procuramos 
minimizar o atrito, como na patinacao no gelo, um impulso adquirido tende a persistir du- 
rante muito tempo. Em demonstracoes de laboratorio, costumam-se empregar discos de base 
bem polida, deslizando sobre uma camada de ar ou de gas carbonico (proveniente da 
evaporacao de gelo seco) que escapa atraves de orificios, produzindo um "colchao de gas" 
sobre o qual o disco flutua, como um aerobarco, tornando muito pequeno o efeito do atrito. 
Nessas condicdes, podemos verificar aproximadamente a lei da inercia. 
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Em seu monumental tratado "Os Princi'pios Matematicos da Filosofia Natural", publicado 
em 1687, Newton formulou tres "Axiomas ou Leis do Movimento". 

A If Lei e a Lei da Inercia: 

"Todo corpo persiste em seu estado de repouso, ou de movimento retilineo uniforme, a menos 
que seja compelido a modificar esse estado pela agao de forgas impressas sobre ele". 

Que significa realmente esta lei? Como podemos saber que nao existem "forcas impressas 
sobre o corpo"? Pelo fato de que permanece em repouso ou movimento retilineo e uniforme? 
se assim fosse, Eddington teria tido razao quando criticou o enunciado da If lei, dizendo ser 
equivalente a "...persiste... exceto quando nao persiste" (o que corresponderia a bem conhecida 
predigao meteorologica: "Tempo bom, salvo se chover?"). Esta critica e injusta. Se todas as 
forcas fossem devidas ao contato com outros corpos, bastaria a ausencia de contato para 
estabelecer a ausencia de forcas. O exemplo da forca-peso, e das forcas eletricas e magneticas, 
mostra que existem forcas que atuam sem que haja contato direto com o corpo responsavel 
pela forga. Entretanto, estas forcas tendem a diminuir a medida que os corpos em interacao 
se afastam um do outro. Em media, uma distancia tipica entre uma estrela e sua vizinha mais 
proxima e - 10 18 cm {veja a Tabela 1.1, pg. 8). A observacao das estrelas confirma que elas 
obedecem com muito boa aproximacao a lei da inercia. Em relagao a que referencial? Nao e 
em relacao a Terra, pois um observador terrestre ve as estrelas girarem no ceu noturno. 

Isto indica outro ponto importante na compreensao da If lei: ela nao pode ser valida em 
qualquer referencial. Os referenciais em que e valida chamam-se referenciais inerciais. A Terra 
nao e um referencial inercial. Entretanto, o movimento de rotagao da Terra em torno do eixo 
afeta muito pouco os movimentos usuais, na escala de laboratorio, e na pratica empregamos 
o laboratorio como referencial inercial, com boa aproximacao (o movimento de rotagao pode 
ser evidenciado, conforme veremos no capi'tulo 13, pela experiencia do pendulo de Foucault). 
Por outro lado, um referencial ligado as estrelas fixas e, com excelente aproximacao, um 
referencial inercial, e e a este tipo de referencial que nos referiremos, em principio, daqui por 
diante. 

Decorre imediatamente da (3.9.2) que um referencial em movimento retilineo uniforme 
em relagao a um referencial inercial e tambem inercial {porque um corpo em repouso ou em 
movimento retilineo uniforme em relagao a um deles tambem estara em repouso ou em 
movimento retilineo uniforme em relagao ao outro). Logo, dispondo de um referencial inercial 
(ligado as estrelas fixas), dispomos em conseqiiencia de uma infinidade deles. 

A expressao "movimento retilineo" refere-se a geometria euclidiana que, conforme ja foi 
mencionado (pg. 2) nao e um conceito valido a priori, mas esta sujeito a verificacao experi- 
mental. Em escala cosmologica, observam-se desvios, mas na escala em que estaremos 
aplicando as leis da mecanica classica tais desvios sao despreziveis. 

4.3 — A 2. a Lei de Newton 

Uma das implicates da If lei e que qualquer variacao da velocidade v de um corpo (em 
modulo ou em direcao!) em relagao a um referencial inercial, ou seja, qualquer aceleracao, 
deve estar associada a agao de forcas. Isto sugere procurar uma relagao mais precisa entre 
forga e aceleragao. 

Consideremos o exemplo da queda livre de um corpo. Ja vimos que, neste caso, a 
aceleragao e constante (cf. (3.6.1)): a = g, onde g e vertical e dirigido para baixo. Qual e a forga 
que atua sobre o corpo? Vimos na pg. 67 que esta forga (atragao gravitacional), e tambem 
vertical, dirigida para baixo, e constante para um dado corpo (ou seja, a mesma em qualquer 
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altura, na vizinhanca dum dado ponto da superficie da Terra: a distensao da mola que equilibra 
esta forca e a mesma em qualquer altura). Isto sugere que a aceleracao devida a uma forca 
seja proporcional a forca (vetorialmente!), ou seja, a = kF. Que podemos dizer sobre o coeficiente 
de proporcionalidade k? 

SabemOs que a mesma forca (medida em termos da distensao de uma mola), quando 
aplicada a corpos diferentes, produz em geral aceleracoes diferentes. Logo, o coeficiente k 
mede uma propriedade do corpo, que caracteriza sua resposta a forca aplicada. 

Acelerar ou freiar um carro requer uma forca bem maior do que para uma bicicleta, para 
a mesma variacao de velocidade (as conseqiiencias de uma colisao com um ou com outro, a 
mesma velocidade, sao bem diferentes!). Dizemos usualmente que um carro tern inertia muito 
maior que uma bicicleta, resistindo portanto bem mais a variacoes de velocidade. O coeficiente 
k deve medir entao uma propriedade inversamente proporcional a "inercia" do corpo. 

As figuras 4.6 (a), (b) e (c) mostram uma serie de 
experiencias idealizadas que poderiam ser feitas com 
discos deslizantes sobre uma camada de gas, para 
minimizar o atrito (pg.66). Em (a), a forca F, medida 
pela distensao de uma mola, como foi discutido na 
pg. 66, e aplicada ao disco D, que desliza com movi- 
mento retih'neo uniformemente acelerado de acele- 
racao a na direcao de F. Em (b) o disco Deo mesmo, 
mas a forca aplicada e 2F, e verifica-se que a ace- 
leracao de D e 2a. Logo, temos de fato propor- 
cionalidade entre aceleracao e forga para um mesmo 
corpo D: 

a = F/m (4.3.1) 

onde o coeficiente de proporcionalidade (l/m) e carac- 
teristico do disco D. 

Em (c), a forca voltou a ser F, mas empilhamos 
dois discos identicos D e D', e a aceleracao caiu a 
metade. Comparando entao as experiencias (a) e (c), 
vemos que, na (4.3.1), e preciso atribuir ao sistema de* 
dois discos identicos DeD'o coeficiente de pro- 
porcionalidade l/(2m), ou seja, que a "inercia" de dois 
objetos identicos formando um objeto unico e o dobro 
da de um deles. O "coeficiente de inercia" m mede 
portanto, nesse sentido, a "quantidade de materia" 
do objeto. 

Repetindo experiencias como (a) e (c) com objetos 
diferentes sujeitos a mesma forca F, obten'amos de 
forma mais geral 



F = = m 9 a 



2 a 2 



(4.3.2) 



(a) 





0 



2 



(b) 





0 



2 



(c) 




Figura 4.6 Coeficiente de inercia. 



ou seja, |a 2 |/|ai| = m 1 /m 2 : as aceleracoes adquiridas por 
objetos diferentes submetidos a mesma forca sao inversamente proporcionais aos respectivos 
"coeficientes de inercia". 

Experiencias deste tipo nos permitem inferir assim a 2. a Lei de Newton 

F = ma I (4.3.3) 
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onde o "coeficiente de inertia" m associado a parti'cula sobre a qual age a forca F chama-se 
massa inercial dessa parti'cula. 

Utilizando uma mesma forca padrao F, como na (4.3.2), podemos estabelecer uma escala 
relativa de massas inerciais. Em lugar de escolher arbitrariamente uma "unidade de forca", 
como fizemos na Sec. 4.1, e mais conveniente escolher arbitrariamente uma unidade de massa 
inercial. Em geral, omitiremos a palavra "inercial", falando simplesmente de "massa". Veremos 
depois que se pode definir tambem a chamada "massa gravitacional". 

A unidade de massa e definida em termos de um prototipo (padrao de platina iridiada, 
depositado no Officio Internacional de Pesos e Medidas em Paris, que representa o quilograma 
(kg), e foi construi'do originalmente para corresponder a massa de 1 1 de agua a pressao 
atmosferica e a temperatura de 4°C. Por definicao, 1 kg e a massa desse prototipo. Poderiamos 
pensar em adotar tambem unidades atomicas para a massa, mas isto seria atualmente 
desvantajoso do ponto de vista de precisao nas aplicacoes praticas, uma vez que nao podemos 
contar diretamente o numero de atomos contido num corpo macroscopico, e o numero de 
Avogadro (n.° de moleculas por mol) e conhecido com precisao muito inferior a precisao com 
a qual podemos medir massas em termos de quilograma padrao. 

Usualmente adotaremos o Sistema Internacional (SI) de unidades, em que a unidade de 
comprimento e o metro, a de massa e o quilograma, e a de tempo e o segundo. Todas as 
demais unidades mecanicas poderao ser expressas em termos destas tres. 

Assim, a (4.3.3) permite agora substituir nossa definicao provisoria de unidade de forca 
da Sec. 4.1 pela definicao de newton (N), unidade de forca do sistema SI. Por definicao, 1 N e 
a forga que, quando aplicada a um corpo de massa de 1 kg, lhe imprime uma aceleracao de 1 
m/s 2 . Para ter uma ideia concreta da ordem de grandeza do newton, lembremos que, pela 
(2.6.1), 1 N e a ordem de grandeza da forca-peso exercida pela gravidade sobre um objeto de 
massa ~ 100 g (uma maca, por ex.!). 

No sistema CGS de unidades, em que as unidades basicas sao cm, g e s, a unidade de 
forca e 1 dina, a forca que comunica uma aceleracao de 1 cm/s 2 e uma massa de 1 g. Como 1 
g = 10~ 3 kg, 1 cm = 10~ 2 m, temos 

ldina = 10 _5 N 

4.4 — Discussao da If Lei 

A 2. a lei de Newton e o princi'pio fundamental da dinamica; conforme veremos, e a lei 
basica que permite determinar a evolucao de um sistema na mecanica classica. A l. a lei pode 
ser considerada como um caso particular da 2. a : se a forca resultante F que atua sobre uma 
parti'cula e nula, a (4.3.3) mostra que a = 0, e ja demonstramos (cf. (3.5.9)) que isto acarreta 
para a parti'cula a permanencia em repouso ou em movimento retih'neo uniforme. Note-se 
que a 2? lei, como a l. a , so e valida num referencial inercial. 

Muitas vezes se diz que a 2. a lei nao passa de uma defmigao de forga. Se assim fosse, ela 
seria desprovida de conteudo fisico, e nao podenamos questionar sua validade: no maximo, 
se poderia argumentar sobre se e ou nao uma definicao conveniente. 

Se F fosse dado apenas pela (4.3.3), ela seria realmente uma definicao de forga. Entretanto, 
isto nao e verdade: as forcas que atuam sobre uma parti'cula resultam de sua interacao com 
outras parti'culas, e veremos que sao dadas por leis de forcas, que definem F em termos da 
situacao em que a parti'cula se encontra. Exemplos disso sao a lei da gravitacao universal e as 
leis que dao as forcas eletricas e magneticas que atuam sobre uma parti'cula carregada. A 
(4.3.3) e uma especie de molde, que permanece vazio enquanto nao substitui'mos F pela sua 
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expressao em termos de leis de forcas, mas que adquire todo o seu significado uma vez que 
isto e feito. De fato, a 2. a lei define uma especie de programs para a fisica classica: encontrar as 
leis de forcas correspondentes a todas as interacoes possiveis. 

Vimos que a 2? lei permite estabelecer uma escala de massas inerciais, e neste sentido ela 
pode ser considerada como permitindo defmir o conceito de massa inercial, mas nao e tao 
pouco apenas uma definicao deste conceito. De fato, a ideia implicita na 2? lei e que a massa 
inercial m e uma caracten'stica da particula; uma vez determinada quando atua sobre a parti'cula 
uma forca conhecida, devemos empregar o mesmo valor de m para descrever o movimento 
da particula sob a agao de quaisquer outras forcas. Admite-se tambem tacitamente que m (ou 
seja, o efeito de uma forca em produzir aceleracao) e independente da posicao e velocidade 
da particula, pelo menos enquanto se mantem a sua identidade (isto nao se aplicaria a uma 
gota de chuva que aumenta de volume enquanto cai, ou a um foguete que ejeta combustivel a 
medida que sobe; discutiremos mais tarde sistemas de massa variavel como estes). 

Na relatividade restrita, conforme veremos, verifica-se que m de fato depende da velo- 
cidade da particula. Entretanto, este efeito e desprezi'vel enquanto a parti'cula nao atinge 
velocidades comparaveis a velocidade da luz no vacuo. Temos de excluir este dominio 
relativistico de velocidades elevadas do campo de aplicabilidade da mecanica newtoniana, 
limitando-nos ao dominio nao-relativistico. Usualmente teremos de nos limitar tambem ao 
dominio macroscopico, excluindo objetos pertencentes a escala atomica, aos quais se aplicam 
as leis da mecanica quantica (o conceito de forca nao tern muita utilidade do ponto de vista 
quantico). Em alguns casos, porem, ainda poderemos aplicar os resultados obtidos pela 
mecanica classica a objetos atomicos, por exemplo, ao movimento de feixes de particulas 
como os que foram considerados no fim da Sec. 3.6 . 

A 2? lei tern ainda diversas outras implicacoes. Uma delas e que so intervem na dinamica 
deslocamentos, velocidades e aceleracoes das particulas; nao e preciso considerar, por 
exemplo, derivadas temporais da aceleracao, tais como da/dt ou (fa/dl 2 . 

Outra implicacao importante esta relacionada com o carater vetorial da (4.3.3). Como a e 
um vetor e m um escalar, segue-se que F e um vetor. Assim, se F l7 F 2 , F n sao forgas de 
diferentes origens que atuam sobre a mesma particula, F na (4.3.3) e a forca resultante que atua 
sobre a particula, ou seja, 

F = Ft+F 2 +..: + F n (4.4.1) 

onde a soma e vetorial (para n - 2, obedece a regra do paralelogramo). Este e um resultado 
experimental conhecido como principio de superposigao de forgas, que ja foi mencionado no 
caso particular do equilibrio (cf. (4.1.1)). 

Consideremos por exemplo uma parti'cula 1 
interagindo com duas outras 2 e 3 (Fig. 4.7), e seja 
F 1(2 ) a forca sobre 1 devida a particula 2, e F 1(3) a forca 
sobre 1 devida a particula 3. A forca resultante sobre 
a parti'cula 1 sera entao F = Fi (2 ) + F 1{3 ). Em muitos 
casos, F 1(2 ) e tambem a forca que agiria sobre 1 se 
somente 2 estivesse presente (e F 1(3) a forga que agiria Figura 4.7 Particula em interacao com 
sobre 1 em presenca apenas de 3), mas isto nao e duas outras. 

necessariamente verdade, ou seja, F 1(2 ) pode ser modificada pela presenca de 3 e F 1{3 ) pela 
presenca de 2. O principio de superposigao continua valendo, mas e preciso calcular cada 
forca levando em conta a presenca de todas as particulas. Geralmente, porem, nos problemas 
de que vamos tratar, esta complicacao nao aparecera, e as forcas devidas a uma particula 
poderao ser calculadas como se as outras nao estivessem presentes. 
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A (4.3.3) nao corresponde a formulacao original de Newton da 2. a lei. Newton comecou 
definindo o que chamou de "quantidade de movimento", tambem conhecido como momento 
linear, ou simplesmente momento. A definicao de Newton foi: 

"A quantidade de movimento e a medida do mesmo, que se origina conjuntamente da 
velocidade e da massa". 

Ou seja: o momento (linear) de uma particula e o produto de sua massa porsua velocidade: 



p = mv 



(4.4.2) 



Decorre imediatamente desta definicao que peum vetor. 

Se m nao varia com o tempo, ou seja, se excluirmos sistemas de massa variavel, obtemos, 
derivando em relacao ao tempo ambos os membros da (4.4.2) (cf.(2.2.5)), 



e, comparando com a (4.3. 3), 



~r = m — = ma (4.4.3) 

dt dt 



(4.4.4) 




o que corresponde a formulacao de Newton da 2. a lei: 

"A variacao do momento e proporcional a forca impressa, e tern a direcao da forga". 

Ou seja: a forca e a taxa de variacao temporal do momento. Embora esta formulacao da 2. a 
lei pareca inteiramente equivalente a (4.3.3), veremos que ela tern vantagens. Uma delas, que 
revela a importancia do conceito de momento, aparecera na proxima Secao. Outra, que sera 
vista posteriormente, e que a (4.4.4), ao contrario da (4.3.3), permanece valida na mecanica 
relativi'stica. 

Vejamos agora alguns exemplos simples de aplicacao da 2. a lei: 

Exemplo 1: Forga-peso: Substituindo a (3.6.1) na (4.3.3), vemos que a forca P que atua sobre 
um corpo na vizinhanca da superficie da Terra devido a atracao gravitacional por ela exercida 
sobre o corpo e 

P = mg " (4.4.5) 



onde m e a massa inercial do corpo e g a aceleracao da gravidade, vertical, dirigida para 
baixo e de magnitude g. A (4.4.5) chama-se forga-peso; pode ser medida em equilibrio pela 
balanca de mola (Sec. 4.1). Para uma particula em queda livre, a 2. a lei de Newton leva a (3.6.1), 

a = g (4.4.6) 

A proporcionalidade da forga-peso a massa inercial e uma peculiaridade notavel dessa 
forga, que voltaremos a discutir no capitulo sobre gravitacao. E gracas a ela que a aceleracao 
da gravidade e a rues ma para qualquer particula (cf. (4.4.6) e (2.6.1)). E tambem gramas a eia 
que podemos medir a massa inercial pelo peso, por exemplo, por pesagem com uma balanca 
de mola. E importante, porem, evitar confusao entre os conceitos de massa e peso, que sao 
totalmente diferentes. Num ponto muito distante da superficie da Terra (na superficie da Lua, 
por exemplo), o peso de uma particula, indicado pela distensao da balanca de mola, seria 
muito diferente, embora sua massa nao se tenha alterado. Alias, o peso sofre pequenas 
variacoes mesmo de ponto a ponto da superficie da Terra, devido as variacoes locais de g. 

Em engenharia, e comum utilizar como unidade de forca o quilograma-forga (kgf), defi- 
nido como a forca-peso sobre uma massa de 1 kg ao nivel do mar e na latitude de 45°N (onde 
g « 9,81 m/s 2 ). Na pratica, podemos tomar: 1 kgf ~ 9,8 N. 
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Exemplo 2: Piano inclinado: Consideremos uma 
particula de massa m colocada sobre um piano 
inclinado de angulo de inclinagao 6 (Fig. 4.8). Alem 
da for^a-peso P = mg, atua sobre a particula a reacao 
de contato N devida a seu contato com o piano. Ja 
vimos um exemplo de uma tal reacao no caso de uma 
particula em equilibrio sobre uma mesa (Pg.66). 

Em geral, a reacao de contato pode ter com- 
ponentes tanto na direcao normal ao piano como na 
direcao tangencial. A componente tangencial esta 
associada as forcas de atrito, que serao discutidas no capitulo 5. Para simplificar, vamos tomar 
o caso limite ideal em que a superfine do piano e perfeitamente polida, "sem atrito", o que 
elimina a componente tangencial: a fore, a de reacao N e normal ao piano. 

A figura 4.9 mostra entao que a magnitude da 
resultante F e 




Figura 4.8 Piano inclinado. 



F = P sen 0 = mg sen 0 



(4.4.7) 




Figura 4.9 Calculo da resultante. 



e que F e dirigida tangencialmente ao piano, para 
baixo. A aceleracao a do movimento da particula ao 
longo do piano inclinado tern a direcao de F; pelas 
(4.4.7) e (4.3.3), temos 

a = g sen 6 (4.4.8) 

Logo, o efeito do piano inclinado e reduzir a 
aceleracao da queda livre por um fator igual ao seno do angulo de inclinacao. Este resultado, 
que ja havia sido obtido por Galileu, foi empregado por ele, como vimos (pg.36), no estudo 
experimental do movimento uniformemente acelerado. 

Exemplo 3: Funda: Voltemos agora a considerar o 
exemplo de uma particula em movimento circular 
uniforme (Sec. 3.7). Vimos que este e um movimento 
acelerado, de forma que so pode ser mantido pela acao 
de uma forca. Para uma particula de massa m, a forca 
F necessaria para mante-la em movimento circular 
uniforme de velocidade v num ci'rculo de raio r e dada 
pelas (4.3.3) e (3.7.13); 



F = - 



mv 




(4.4.9) 

Figura 4.10 Funda. 
Esta e a chamada forqa centripeta. A Fig. 4.10 
mostra um exemplo familiar da atuacao desta forca: uma pedra amarrada num fio e feita 
girar em torno de nossa mao em movimento circular uniforme. Neste caso, a forca centn'peta 
F e aplicada pela nossa mao e transmitida a pedra atraves do fio. 

Se soltarmos o fio quando a pedra se encontra num determinado ponto P de sua orbita, 
e se desprezarmos o efeito da forca-peso (gravidade), F se torna subitamente = 0, e a lei da 
inercia implica entao que a pedra se move, a partir do ponto P, com movimento retilineo 
uniforme de velocidade v igual a velocidade do movimento circular no ponto P da orbita, ou 
seja (cf. (3.7.3)), tangente ao ci'rculo em P. A pedra "sai pela tangente". 
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4,5 — Conservacao do momento e 3? Lei de Newton 

Ate aqui, consideramos apenas as forcas exercidas sobre uma unica parti'cula; sabemos 
que sao devidas a acao de outras particulas, mas nao consideramos ainda o que acontece 
com estas particulas. A situacao mais simples imaginavel e aquela em que ha apenas duas 
particulas em interacao, que podemos designar por 1 e 2; as unicas forcas existentes sao entao 
aquelas devidas a acao mutua de uma sobre a outra, F 1{2 ) (forca sobre 1 devida a 2) e F 2(1) 
(forca sobre 2 devida a 1). 

E extremamente dificil realizar na pratica uma situacao como esta, pois e preciso assegurar 
que todas as demais forcas que atuam sobre as duas particulas tenham efeitos despreziveis. 
Podemo-nos aproximar deste limite ideal fazendo experiencias com dois discos deslizantes 
sobre uma camada de gas (pg.69) . 

Vamos considerar experiencias de colisao entre dois discos identicos (portanto, de mesma 
massa m). As forcas de interacao entre os dois discos sao forcas de contato, que atuam somente 
durante o tempo de colisao, o intervalo de tempo At em que os dois discos permanecem em 
contato. Este intervalo e tao curto que e praticamente impercepti'vel, e podemos falar no 
"instante da colisao", como se ela fosse instantanea. Antes e depois da colisao, a forca resultante 
sobre cada disco e nula (com boa aproximacao), de modo que as velocidades dos discos antes 
e depois da colisao sao constantes. Vamos chamar de v-l e v 2 as velocidades respectivamente 
dos discos 1 e 2 antes da colisao, e de \\ e v' 2 as velocidades correspondentes depois da colisao. 
Os momentos correspondentes sao p! e p 2 (antes da colisao) e e p£ (depois da colisao). 

Vamos considerar somente experiencias em que as colisoes sao frontais, ou seja, se dao 
segundo a linha que une os centros dos dois discos. 0 que se observa em cada experiencia 
esta representado nas figuras a seguir. 



Experiencia 1 


Antes da colisao 


Depois da colisao 


m m 


1 2 

• :3L 0 +± 

m _ m 


Velocidades vi = v V2 = -v 


v' - -V V2 = V 


Momentos p, = m\ p 2 = -mv 


p'l = - mv p 2 = m\ 


Total P = pi+p 2 = 0 


P=Pl+P2-0 



Figura 4.1 1 Colisao enrre dois discos com velocidades opostas. 

Nesta experiencia, os discos se aproximam com velocidades iguais e contrarias; depois 
da colisao, afastam-se tendo intercambiado as velocidades. 

Na experiencia 2 (Fig. 4.12), o disco 2 esta inicialmente parado e o disco 1 se aproxima 
dele com velocidade v; apos a colisao, 1 parou e 2 se afasta de 1 com velocidade v. 

Na experiencia seguinte (3) (Fig. 4.13), a situacao inicial e a mesma da experiencia 2, mas 
grudamos no disco 1 um pedacinho de chiclete (de massa desprezi'vel), de tal forma que, ao 
colidirem, os dois discos permanecem colados, passando a se mover juntos (massa 2 m). 

Apos a colisao, neste caso, observamos que os dois discos se movem juntos com 
velocidade v/2. 

Na ultima linha de cada um dos quadros acima, marcada "total", calculamos o momento 
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Experiencia 2 



/\I1LC» Ud COilaaU 


FlpnAic , i 'i i • i * 1 it'll i 
UCpUlS Ud COllSaU 


m m 


2 

• >o 

m m 


Velocidades V| = v v 2 = 0 


v'j = 0 y\ = v 


Momentos p, = m\ p 2 = 0 


p'l =0 p' 2 = my 


Total P = pi + p 2 = my 


P' = p'i + p 2 = my 


Figura 4.12 Colisao com um disco em repouso. 


Experiencia 3 


Antes da colisao 


Depois da colisao 


m \ m 
chiclete 




Velocidades V| = v v 2 = 0 


, , 1 

v, = v 2 = 2 v 


Momentos pi=wv p 2 = 0 


, 1 
Pi = P2 = 2 mv 


Total P = pi + p 2 = my 


P' = p'l + p' 2 = mv 



Figura 4.1 3 Colisao com agregacao. 



total do sistema, que e defmido como a soma dos momentos das parti'culas 1 e 2, antes e 
depois da colisao. Em todos os casos (experiencias 1, 2 e 3), observamos que 



p-p 1 +p 2 = p; +pj = P' (4.5.1) 



ou seja, que o momento total do sistema de duas parti'culas e o mesmo antes e depois da 
colisao. Dizemos que o momento total do sistema se conserva. 

Se fizessemos experiencias de colisao com discos de massas diferentes m-| ± m 2 e quaisquer 
velocidades v 2 antes da colisao, verificariamos sempre, como nas tres experiencias descritas 
acima, a validade da (4.5.1), desde que as unicas forcas que atuem sobre o sistema sejam as 
interacoes entre as duas parti'culas durante a colisao, ou seja, desde que possamos desprezar 
os efeitos de forgas externas ao sistema (como o atrito). Nessas condicoes, dizemos que o 
sistema e isolado. Experiencias como as que acabamos de descrever e muitas outras levaram 
ao Principio de Conservagao do Momento- 0 momento total de um sistema isolado se conserva. 

Este e um dos princi'pios fundamentals da fisica, e e uma das razoes da importancia do 
conceito de momento, introduzido na (4.4.2). Conforme veremos mais tarde, ele se generaliza 
a sistemas de mais de duas parti'culas e a situacoes muito mais gerais do que a que estamos 
considerando. 

A (4.5.1) eqiiivale a 

APi = Pi - Pi = -(P2 -P 2 ) = -Ap 2 (4.5.2) 

onde Api e Ap 2 sao as variacdes de momento das parti'culas 1 e 2, respectivamente, em 
consequencia da colisao. Estas variacoes se produzem durante o intervalo de tempo At 
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(extremamente curto) que dura o processo de colisao; decorre da (4.5.2), portanto, que 



Ap t = Ap 2 

At At 

Como At e extremamente pequeno, podemos inferir que 

dpi _ dp 2 



(4.5.3) 



dt dt 

durante o processo de colisao, ou, o que e equivalente, 



(4.5.4) 



dt 



<Pi+P 2 ) = 0 



(4.5.5) 



Isto quer dizer que momento total do sistema se conserva a cada instante, inclusive du- 
rante a colisao. 

Aplicando a 2f lei de Newton (4.4.4) a (4.5.4), vemos que dp^dt representa a forca sobre 
a partfcula 1 (devida a 2) durante a colisao, ou seja, F 1[2) ; analogamente, dp 2 /dt = F 2(1) , e a 
(4.5.4) equivale a 



F l(2) - F 



2(1) 



(4.5.6) 




Figura4.14 Acao e reacao. 



ou seja, a forca exercida por \ sobre 2 e igual e contraria 
aquela exercida por 2 sobre i. Dizemos que se trata 
de urn par acao-reagao, A Fig. 4.14 ilustra a origem 
dessas forcas de contato: durante a colisao, a porcao 
da superffcie dos discos em contato se deforma, so- 
frendo uma compressao; depois, volta a se distender, 

romn umA mnlfi 



A (4.5.6), obtida aqui para as interacoes de contato numa colisao entre duas particulas, e 
um caso particular da 3. a Lei de Newton, assim enunciada por ele: 

"A toda acao corresponde uma reacao igual e contraria, ou seja, as acoes mutuas de dois 
corpos um sobre o outro sao sempre iguais e dirigidas em sentidos opostos". 

Esta lei tambem e conhecida como o "Princi'pio da Acao e Reacao". E importante notar 
que a "acao" e a "reacao" estao sempre aplicadas a corpos diferentes (na (4.5.6), F 1(2) e uma 
forca aplicada a partfcula 1, e F 2(1) esta aplicada a partfcula 2). 

Vejamos agora algumas ilustracoes da 3. a lei (entre as quais duas citadas por Newton): 



Exemplo 1 (Newton): Quando fazemos pressao sobre 
uma pedra com um dedo, exercendo uma forca F p 
(aplicada a pedra) a reacao da pedra sobre nosso dedo 
e uma forca F d = - F p (aplicada ao dedo), que produz 
uma deformacao da ponta do dedo onde ela esta em 
Figura 4.1 5 Pressao sobre uma pedra. contato com a pedra. A reacao decorre de uma defor- 

macao da pedra, extremamente pequena (na escala 
atomica). Nao e recomendavel chutar com forca uma pedra! 
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Exemplo 2 (forga-peso): Qual e a reagao a forga-peso 
P? Como P representa o efeito da atragao gravi- 
tational da Terra sobre uma parti'cula, a reagao -P, 
aplicada a Terra, representa a atragao gravitacional 
exercida pela particula sobre a Terra. 




Figura 4.16 Reacao a forca-peso. 



Exemplo 3 (funda): No exemplo da funda (pg. 73), a reagao a forga F exercida pelo fio sobre a 
pedra (o fio transmite a pedra o puxao de nossa mao) e uma forga -F exercida pela pedra 
sobre o fio e transmitida a nossa mao, que sente um puxao dirigido radialmente para fora. 



Exemplo 4: Consideremos novamente o exemplo da 
particula em equilibrio sobre uma mesa (pg. 67). As 
forgas que atuam sobre a particula. sao sua forga-peso 
Pea reacao de contato da mesa, N, e, como estao em 
equilibrio, temos 

N = -P (4.5.7) 

Entretanto, embora sejam iguais e contrarias, N 
nao e reagao a forga-peso. Como vimos no exemplo 
2, a reagao a P e a forga -P aplicada a Terra. A forga N 
e a reagao da mesa a forga -N com que a particula 
atua sobre a mesa; a (4.5.7) e consequencia do equili- 
brio. 




Figura 4.1 7 Acdes e reacdes de contaro. 



Exemplo 5 (Piano inclinado com atrito): Sabemos que, 
num piano inclinado de angulo de inclinagao 0 nao 
excessivamente grande, um corpo pode permanecer 
em equilibrio. Como a resultante da forga-peso P e 
da reagao normal N do piano sobre a particula e uma 
forga tangencial de magnitude ja calculada na (4.4.7), 
que tenderia a fazer o corpo descer ao longo do piano, 
o equilibrio exige que o piano tambem exerga sobre o 
corpo uma forga tangencial T de magnitude dada pela 
(4.4.7) mas de sentido contrario: 

= P sen 9 = mg sen 9 (4.5.8) 

Figura 4.18 Piano inclinado com atriro. 
de tal forma que P + N + T = 0 (Fig. 4.18). A forga 

tangencial T, que se chama forga de atrito estatico, e a reagao da superficie do piano (aspera, 
como qualquer superficie real) a forga -T exercida pela particula tangencialmente ao piano, 
que tenderia a faze-la descer. E tipico do atrito que ele sempre tende a se opor ao movimento 
que a parti'cula teria na ausencia de atrito. Voltaremos mais tarde a discutir as forgas de 
atrito. 
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Exemplo 6: Esta e mais uma ilustracao dada por Newton da 3? lei: 

"Se urn cavalo puxa uma corda amarrada a uma pedra, o cavalo (se assim posso dizer) sera 
igualmente puxado para tras pela pedra; com efeito, a corda distendida, pela mesma tendencia 
a se relaxar ou soltar, puxara tanto o cavalo para a pedra como a pedra para o cavalo, e 
obstruira tanto o avanco de um deles quanto facilita o da outra". 

A Fig. 4.20 mostra a situacao consi- 
derada por Newton, bem como os dife- 
rentes pares acao-reacao, apenas para as 
forcas que atuam na horizontal. Podemos 
ignorar as forcas verticals (forcas-peso e 
reacoes de contato do tipo do Ex. 4), que 
nao afetam as consideracoes quanto a 
equilibrio ou movimento ao longo da es- 
trada horizontal. 

Figura4.19 Cavalo puxando uina pedra. A r , .„,,„, 

b ' v As forcas horizontals sao: (a) F c e a 

forca de tracao exercida pelo cavalo sobre a corda, devido ao esforco muscular: esta aplicada 

a corda; -F c e a reacao correspondente, aplicada ao cavalo: e a forca com a qual o cavalo e 

"puxado para tras pela corda"; (b) F p e a forca exercida pela corda sobre a pedra, aplicada a 

pedra, e, -F p a reacao correspondente aplicada a corda; (c) -F' a e a forca de atrito exercida 

pelo cavalo sobre a estrada, aplicada a estrada; F^ea reacao correspondente, aplicada ao 

cavalo. Note o sentido destas forcas: afim de se deslocar para a frente, o cavalo "empurra o 

chao para tras" de tal forma que a reacao de atrito ¥' a e no sentido de impulsionar o cavalo 

para a frente. Analogamente, caminhamos gracas ao atrito, empurrando o chao para tras. 

Fica mais dificil sobre o gelo! Um remador impele seu barco empurrando a agua em sentido 

oposto com os remos. (d) -F a e a forca de atrito da pedra sobre a estrada, aplicada a estrada, 

e F a a reacao correspondente, aplicada a pedra; note que, como a pedra esta sendo puxada 

para a frente, a forca de atrito sobre a pedra e para tras, opondo-se ao movimento que a 

pedra teria na ausencia de atrito. 

As unicas forcas horizontals aplicadas ao cavalo sao F' a e -F c . A resultante destas forcas 
e F^ -F c , e a 2? lei de Newton, aplicada ao movimento do cavalo ao longo da estrada, daria: 

F a '-F c = m c a c ' (4.5.9) 

onde m c e a c sao, respectivamente, a massa e a aceleracao do cavalo. Analogamente, se m c0 e 
sao a massa e aceleracao da corda, e m p e a p a massa e aceleracao da pedra, temos, aplicando 
a 2. a lei de Newton a corda e a pedra, 



Fc ~ - m c0 a c0 

Fp+F a = m p a p 



(4.5.10) 



(4.5.11) 

Se o sistema estiver se deslocando como um todo, de forma solidaria, temos a c = a c0 = a p 
= a, onde a e a aceleracao comum a todo o sistema. Em particular, pode ser atingido o regime 
de movimento retilineo uniforme, em que a = 0. Nestas condicoes, vemos pelas equacoes 
acima que 



r a r c r p r a 



(4.5.12) 

ou seja, que todas as forcas tern a mesma magnitude (o equilibrio e um caso particular). 

E freqiiente em problemas de dinamica falar-se em cordas ou fios "de massa desprezivel" 
(em confronto com as demais massas que aparecem no problema). Neste caso limite idealizado, 
tomariamos m c0 = 0 no problema acima, e a (4.5.10) mostra que se teria sempre F c = F p , o que 
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significa que a forca de tracao do cavalo e transmitida a pedra pela corda, sem softer alteracao. 
Este resultado e caracteristico de urn fio ou corda "sem peso", e ja foi tacitamente admitido na 
discussao do Ex. 3. 

So estamos tratando ate agora de dinamica de uma particula (cf. pg. 64), de forma que, 
nos exemplos acima, tratamos cada corpo como se fosse uma particula. Neste tratamento, 
nao fica bem definido em que ponto de cada corpo estao aplicadas as diferentes forcas 
consideradas (pois estamos tratando os corpos como se tivessem dimensoes desprezi'veis). 
Mais tarde, quando discutirmos sistemas de particulas, veremos que, no que se refere ao 
movimento de um corpo como urn todo, e licito considerar que a forca resultante a que ele 
esta sujeito se encontra aplicada num ponto, que se chama o "centro de massa" desse corpo. 

E interessante notar o papel das forcas de atrito no exemplo 6. Que aconteceria se o 
cavalo estivesse sobre a estrada e a pedra sobre um lago congelado? E se a situacao se 
invertesse? E se ambos estivessem sobre a superficie de um lago congelado? Seria possivel o 
deslocamento do cavalo e da pedra para a frente na ausencia de atrito? 

Chegamos a 3? lei de Newton a partir do principio de conservacao do momento, para o 
caso especial de forcas de contato (pg. 76). Veremos depois que, para forcas que nao sao de 
contato, a 3. a lei pode deixar de valer. Por outro lado, o principio de conservacao do momento, 
generalizado convenientemente, permanece sempre valido. E por esta razao que preferimos 
partir da conservacao do momento, chamando a atencao sobre as limitacoes na validade da 
3. a lei que encontraremos mais adiante. 



PROBLEMAS DO CAPITULO 4 

1. Uma particula esta em equili'brio sob a acao de tres forcas, F lr F 2 e F 3 . Mostre que 



4. 



sen(0 23 ) sen(9 31 ) sen(0 12 ) 
onde 0y e o angulo entre F, e Fj. 

Um acrobata de 60 kg se equilibra no centro de uma corda bamba de 20m de comprimento. 
O centro desceu de 30 cm em relacao as extremidades, presas em suportes fixos. Qual e 
a tensao em cada metade da corda? 

No sistema representado na figura, calcule as 
Tensoes nas cordas A e B a compressao na viga 
C, desprezando as massas da viga e das cordas. 



0 sistema representado na figura esta em equi- 
li'brio. Desprezando as massas dos fios e das 
polias Pi e P 2 , calcule os angulos 0} e 0 2 - 
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O sistema representado na figura esta em equi- 
h'brio. Determine as tensoes nos fios 1, 2 e 3 e o 
valor do angulo 0. 



^\\^\\\\\\\\\\\\\^^^^ 

30° e v 








2 






100 




300 


kg 




kg 



6. Uma bala de fuzil de massa igual a 20 g atinge uma arvore com a velocidade de 500 m/s, 
penetrando nela a uma profundidade de 10 cm. Calcule a forca media (em N e em kgf) 
exercida sobre a bala durante a penetracao. 

7. Uma pulga de massa igual a 2 mg e capaz de saltar verticalmente a uma altura de 50 cm. 
Durante o intervalo de tempo (muito curto) em que estica as patas para impulsionar o 
salto, ela se eleva de 1 mm antes que suas patas "decolem" do solo. Calcule a forca media 
(em kgf) exercida pela pulga sobre o solo ao pular e compare-a com o peso da pulga. 

8. Um martelo atinge um prego com velocidade v, fazendo-o enterrar-se de uma profundi- 
dade i numa prancha de madeira. Mostre que a razao entre a forca media exercida sobre 
o prego e o peso do martelo e igual a h/i, onde hea altura de queda livre do martelo que 
o faria chegar ao solo com velocidade v. Estime a ordem de grandeza dessa razao para 
valores ti'picos de v e J. 

9. Um automovel estacionado no alto de uma ladeira molhada pela chuva, de 100m de 
comprimento e 25m de altura, perde os freios e desliza pela ladeira (despreze o atrito). 
Com que velocidade, em km/h, ele atinge o pe da ladeira? 

10. Uma crianca desliza, para mergulhar dentro de uma piscina, do alto de uma escorregadeira 
de 3m de comprimento e 30° de inclinacao com respeito a horizontal. A extremidade 
inferior da escorreaadeira esta 3 m acima da aaua. A aue distancia horizontal dessa 
extremidade a crianca mergulha na agua? 

1 1 . Um bloco de massa M e puxado ao longo de uma 
superficie horizontal lisa por uma corda de massa 
m, sobre a qual se exerce uma forca horizontal 
F, conforme indica a figura. Determine a acelera- 
cao a do bloco e da corda e a forca T exercida 
pela corda sobre o bloco. Qual e o valor de T se 
desprezarmos m em confronto com M? 

12. Em lugar de realizar a experiencia da pg. 69 apli- 
cando a forca F atraves de um esforco muscular, 
podemos aplica-la ao disco D de massa m atraves 
da forca-peso de uma massa m' suspensa da for- 
ma indicada na figura, ligada a D por um fio que 
passa sobre uma polia (supondo desprezi'veis as 
massas do fio e da polia) (a) Calcule a magnitude 
a da aceleracao do disco e mostre que, se m' e 
desprezivel em confronto com m, a e diretamente 
proporcional am' e inversamente proporcional a m. (b) Calcule a tensao T no fio (forca 
aplicada a D) e mostre que, nas mesmas condicoes, ela se aproxima da forca-peso. 
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13. 0 dispositivo da figura gira em torno do eixo ver- 
tical com a velocidade angular co. (a) Qual deve 
ser o valor de co para que o fio de comprimento / 
com a bolinha suspensa de massa m faca um 
angulo 0 com a vertical? (b) Qual e a tensao T no 
fio nessa situacao? 
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APL1CACOES DAS 
LE1S DE NEWTON 



5.1 — As forcas basicas da natureza 

Neste capitulo, vamos ilustrar a aplicagao dos prindpios da dinamica a uma variedade 
de exemplos e situates diversas. Para isto, teremos de considerar urn certo numero de 
exemplos de leis de forgas (cf. pg. 72). 

Sabemos atualmente reduzir todos os tipos de forgas conhecidas a apenas quatro tipos 
de interagoes fundamentals, que passaremos a descrever: 



(i) lnteracoes gravitacionais 




Figura 5.1 Interacao gravitacional. 



A lei de forca mais antiga conhecida e a lei de 
Newton da gravitagao universal que exprime as forcas 
de interacao gravitacional entre duas particulas 1 
(massa m^) e 2 (massa m 2 ) cujo deslocamento relativo 
(pg. 46) e r 12 (Fig. 5.1): 



r m 1 m 2 ~ 



'12 



(5.1.1) 



onde r 12 = |r 12 | e a distancia entre as particulas, e r 12 = r 12 /r 12 e o vetor unitario da direcao que 
vai de 1 para 2. Em palavras, a (5.11) diz que a magnitude da forca gravitacional e proporcional 
a massa de cada uma das particulas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia 
que as separa. A forca esta dirigida ao longo da reta que passa pelas duas particulas e e 
atrativa, ou seja, a forca F 2(1 ) exercida por 1 sobre 2 esta dirigida para 1 (em sentido oposto a 
r 12 : dai o sinal - na (5.1.1)). 

A constante de proporcionalidade G que aparece na (5.1.1) e uma "constante universal" 
(ou seja, a mesma para qualquer par de particulas), que se chama a constante gravitacional 
Seu valor numerico em unidades SI e 



G = 6,67xlO _11 N-mVkg 



(5.1.2) 



Isto quer dizer que a forca de atracao gravitacional entre duas massas de 1 kg a distancia 
de 1 m e de ~ 6,67 x 10" 11 N, ou seja, e -10 5 vezes o peso de um fio de cabelo! Isto mostra como 
e fraca a interacao gravitacional: e a mais fraca de todas as interagoes fundamentals conhecidas. 

Discutiremos no capitulo sobre gravitagao como Newton chegou a (5.1.1) e algumas de 
suas conseqiiencias. Apesar de ser tao fraca, a interagao gravitacional e a mais importante 
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nas aplicagoes a astronomia, devido as seguintes razoes: (a) continua atuando entre corpos 
eletricamente neutros, ou seja, que contem igual quantidade de carga eletrica positiva e 
negative eliminando as interacoes de origem eletrica entre eles; (b) ao contrario das forcas 
eletricas, a interacao gravitacional e sempre atrativa; (c) as massas dos corpos que interagem, 
na escala astronomica, sao extremamente grandes. 



(it) Interacoes eletromagneticas 

Embora as forcas eletricas ja fossem conhecidas 
desde a antiguidade, a lei de forcas entre duas partf- 
culas carregadas em repouso so foi obtida em 1785 
por Coulomb. Para duas particulas de cargas eletricas 
q\ e q 2 com deslocamento relativo r 12 (Fig. 5.2), a lei 
de Coulomb da: 




Figura 5.2 Lei de Coulomb. 




(5.1.3) 



Embora a analogia com a (5.1.1) seja grande, a carga, ao contrario da massa, pode ser 
positiva ou negativa. A constante k e positiva, de modo que duas cargas de sinais contrarios 
se atraem, ©-» <-©, ao passo que cargas de mesmo sinal se repelem, <-© ©->, <-0 0->. 

No sistema SI, a unidade de carga eletrica e o Coulomb (C). Uma corrente de 1 A U ampere) 
num fio corresponde a passagem de 1C por segundo atraves da seccao transversal do fio. 
Nestas unidades, a constante k na (5.1.3) e dada por 

ic = 9x!0 9 N-m 2 /C 2 (5.1.4) 

de forma que a magnitude da forca eletrica entre duas cargas de 1C a distancia de lm entre 
si e de 9 x 10 9 N, que corresponde ao peso de 9 x 10 8 kg! Isto da uma ideia de quao mais 
forte e a interacao eletrica em confronto com a gravitacional. Como a carga do eletron e de 
1,6 x 10" 19 C (igual e contraria a do proton), urn corpo macroscopico contem em seus atomos 
uma carga total negativa de pelo menos alguns milhares- de C, mas ela e neutralizada por uma 
carga positiva igual e contraria, e e por isto, como ja mencionamos, que os efeitos da (5.1.3) 
nao se fazem sentir neste caso. 

Quando uma particula carregada se move num campo magnetico, alua sobre ela uma 
forca conhecida como forga de Lorentz, que sera estudada no curso de eletromagnetismo 
(sao forcas deste tipo que atuam sobre urn fio que transporta uma corrente eletrica situada 
num campo magnetico, fazendo girar urn motor, por exemplo). A forca de Lorentz e 
proporcional a velocidade da particula, mas sua direcao e perpendicular a de v. Como uma 
particula carregada em movimento tambem produz urn campo magnetico, existem forcas de 
interacao tanto eletricas como magneticas entre duas cargas em movimento qualquer. Estas 
forcas eletromagneticas, que sao bastante complicadas, nao obedecem em geral a 3. a lei de 
Newton, ou seja, F 1(2) * - F 2(1) neste caso. Entretanto, o principio de conservacao do momento 
permanece valido, embora sob uma forma consideravelmente generalizada: o sistema 
considerado em geral emite radiacao eletromagnetica, e e preciso levar em conta que a radiacao 
tambem transporta momento. 

Embora as forcas eletrica e magnetica aparecam de forma bastante diferente na discussao 
acima, a teoria da relatividade restrita mostra que se trata na realidade de aspectos diferentes 
da mesma forca, que poderiamos chamar de "forca eletromagnetica". 
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(iit) Interacoes fortes 

Estas sao as interacoes responsaveis pelas forcas nucleares. Sabemos que o nucleo 
atomico e formado de protons e neutrons, localizados numa regiao cujas dimensoes sao da 
ordem de 1 F = 10~ 15 m (pg. 8). A forga de repulsao coulombiana entre os protons a distancias 
tao pequenas e muito grande; apesar disso, temos nao somente nucleos estaveis, mas sabemos 
que e preciso bombardea-los com particulas de energias elevadas para fragmenta-los. Estes 
fatos ja conduzem a algumas das caracten'sticas das interacoes fortes: sao de intensidade 
ainda bem maior que as interacoes eletromagneticas — de fato, sao as mais intensas conhecidas 
— mas, ao mesmo tempo, tern um alcance extremamente curto, da ordem das dimensoes 
nucleares. 

As interacoes fortes somente atutim entre as "particulas elementares" conhecidas como 
hadrons, que possuem "carga hadronica" (da mesma forma que interacoes eletromagneticas 
atuam entre particulas com carga eletrica). Os hadrons compreendem os barions, entre os 
quais figuram os nucleons (neutron e proton), bem como outras particulas mais pesadas, e 
tambem particulas mais leves chamadas mesons. Muitas destas particulas sao instaveis, 
desintegrando-se espontaneamente em outras, com meias-vidas (cf. pg. 18) extremamente 
pequenas, geralmente menores que 10~ 8 s. 

As forcas nucleares, que resultam das interacoes fortes, sao muito complexas; tern carater 
atrativo para distancias > 0,4 F e repulsivo para distancias menores. Seu decrescimo com a 
distancia e extremamente rapido: caem "exponencialmente" a distancias maiores que as 
dimensoes nucleares, ou seja, de forma analoga a figura 1.13. Os fenomenos que ocorrem na 
escala nuclear so podem ser tratados pela mecanica quantica, em que o proprio conceito de 
"forca" perde boa parte de sua aplicabilidade. 

Nas ultimas decadas, barions e mesons passaram a ser analisados em termos de consti- 
tuintes mais elementares, os quarks, interagindo com particulas chamadas gluons. Desen- 
volveu-se o "modelo padrao" da fisica de particulas, cujas predicates concordam com os fatos 
experimentais conhecidos ate agora nessa area. 

(iv) Interacoes fracas 

As interacoes fracas, como as fortes, atuam somente na escala nuclear; seu alcance, alias, 
e ainda menor que o das interacoes fortes. Entretanto, sua intensidade e muito menor, nao 
apenas que a das interacoes fortes, mas tambem do que a das eletromagneticas, situando-se 
num nivel intermediario entre as eletromagneticas e as gravitacionais. As interacoes fracas 
sao responsaveis pelo processo de "desintegracao beta", a emissao de eletrons pelos nucleos 
de certas substancias radioativas. Em 1956, foi descoberto que as interacoes fracas violam o 
que se acreditava ser uma simetria fundamental das leis fisicas, a "conservacao da paridade" 
(associada com simetria entre direita e esquerda, ou para reflexao num espelho). Como as 
interacoes fortes, as interacoes fracas tambem so podem ser tratadas pela mecanica quantica. 

Entre os progressos recentes mais interessantes nas teorias das interacoes fundamentals, 
destacam-se as tentativas de unificagao dessas interacoes. Uma das mais bem sucedidas e a 
teoria unificada das interacoes eletromagneticas e fracas, segundo a qual elas representam 
aspectos diferentes de uma mesma interacao fundamental. Esta-se procurando juntar a esta 
teoria unificada tambem as interacoes fortes. Um desenvolvimento ainda mais recente, que 
ainda tern carater muito especulativo, unificaria todas as interagoes, juntando tambem a 
gravidade (sao as teorias chamadas de "supercordas"). Todas estas teorias encontram-se em 
fase de rapido desenvolvimento. 
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5.2 — Forcas dertvadas 

> 

Todas as demais forcas que aparecem na fisica podem ser reduzidas, em principio, as 
que foram discutidas na Sec. 5.1. Destas, as interacoes fortes e fracas, devido a seu curto 
alcance, so desempenham um papel importante na escala nuclear. Assim, do ponto de vista 
macroscopico, as unicas interacoes fundamentals relevantes sao a eletromagnetica e a 
gravitacional. A estrutura dos atomos e as forcas interatomicas dependem apenas da interagao 
eletromagnetica, combinada com os princi'pios da mecanica quantica. 



(i) Forcas interatomicas 



F(r, 2 ) 



Repulsiva 



As foreas interatomicas sao de natureza eletromagnetica, conforme acabamos de mencio- 
nar. Isto e evidente no caso de um cristal ionico, como o sal de cozinha (NaCI), formado de 
ions positivos (Na + ) e negativos (CF), em que as forgas de ligacao resultam da atragao ele- 
trostatica entre ions de cargas opostas. 

Entretanto, o mesmo vale para as forcas entre atomos ou moleculas neutras. Com efeito, 
as cargas positivas (nucleo) e negativas (nuvem de eletrons) num atomo nao estao concentradas 
no mesmo ponto: ha uma distribuicao de carga. Quando dois atomos neutros se aproximam 
um do outro, as interacoes eletromagneticas entre as duas distributes de cargas as 
modificam, dando origem as forcas entre os atomos neutros. A medida que os atomos vao se 
aproximando entre si, estas forcas sao inicialmente atrativas e aumentam rapidamente de 
intensidade. Com efeito, sabemos que, quando comprimimos suficientemente um gas, ele 
tende a se condensar (liquefazer), demonstrando o efeito das forcas atrativas, que se chamam 
forgas de Van der Waals. Por outro lado, uma vez liquefeito, o fluido tende a resistir fortemente 
a compressao, e sabemos que o mesmo acontece com solidos. Isto sugere que, a distancias 
suficientemente pequenas, as forcas interatomicas sejam fortemente repulsivas. 

Isto acontece quando dois atomos se aproximam 
a distancias da ordem do raio atomico. Nessas condi- 
goes, comega a ocorrer a interpenetracao entre suas 
nuvens eletronicas, e a repulsao Coulombiana entre 
elas se opoe a interpenetracao, dando origem as 
forcas repulsivas. Um grafico da forca em fungao 4a 
distancia interatomica r 12 tern portanto o aspecto da 
Fig. 5.3, onde a parte negativa corresponde as forcas 
atrativas, e r 0 e da ordem da soma dos dois raios 
atomicos (note que as forcas de Van der Waals de- 
crescem aproximadamente como o inverso da setima 
potencia da distancia interatomica, ou seja, bem mais 
depressa do que a forca Coulombiana (5.1.3)). As forcas repulsivas (positivas) crescem 
rapidamente para r 12 < r 0 , quase como se tivessemos uma barreira impenetravel nessa distancia. 

Sao forcas desta natureza que dao origem a "reacao normal de contato" quando um 
corpo solido e colocado sobre a superficie de outro, como por exemplo um livro sobre uma 
mesa (pg. 66). Na escala atomica, nao podemos propriamente falar de "contato", mesmo porque 
os atomos nao sao como bolas de bilhar, com superficies bem definidas. 

Podemos considerar a distancia r 12 = r 0 para a qual a forca se anula na Fig. 5.3 como uma 
distancia de equilibrio. Se procurarmos diminui-la, "comprimindo" os atomos ate o ponto A 
da curva, surge uma forga repulsiva, que se opoe a compressao. Se procurarmos aumenta-la, 
"distendendo" o sistema ate o ponto B da curva acima, surgem forcas atrativas, que tendem a 
fazer os atomos aproximar-se ate o ponto de equilibrio r 0 . Para A e B suficientemente proximos 



o 




Atrativa 



Figura 5.3 Forca entre dois atomos em 
funcao da distancia entre eles. 
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de r 0 , podemos aproximar o trecho AB da curva por urn segmento de reta (tangente a curva 
em r 0 ), de modo que a forca varia Hnearmente com a "deformacao" {deslocamento da posicao 
de equilibrio) num entorno de r 0 . O sistema de dois atomos se comporta assim como uma 
mola na vizinhanca da posicao de equilibrio, tendendo a voltar a ela quando comprimido ou 
distendido, com uma "forca restauradora" proporcional ao deslocamento da posicao de 
equilibrio. 

Sao realmente forcas deste tipo que atuam no 
caso de uma mola (equilibrando a forca-peso no ex. 
da pg. 65). Nas Figs. 5.4/5, x representa o deslocamento 
a partir da posicao de equilibrio da mola, mostrada 
em (b). Em (a), temos x < 0 (compressao); em (c), x > 0 
(distensao). Se representarmos a forca por F = Fx 
onde x e um vetor unitario ao longo de Ox (direcao 
da mola), temos F> 0 ("repulsiva") em (a) e F< 0 ("atra- 
tiva") em (c), ou seja, a forca tende a fazer a mola voltar 
a posicao de equilibrio. Parax suficientemente peque- 



(a)| 
ih) f 



(c)| 



F = - kx > 0 

■x— |<o 

posicao de equilibrio 



i — x- 



>0 

F = -kx<0 



Figura 5.4 Lei de Hooke. 
no, verifica-se experimentalmente que vale a lei de Hooke 



F = -kx x 



(5.2.1) 



ou seja, a forca restauradora e proporcional ao deslocamento da posicao de equilibrio (linear)- 
a constante de proporcionalidade k e caracten'stica da mola ("constante da mola"). A lei de 
Hooke deixa de valer se a deformacao da mola for excessivamente grande. 



(ii) Forcas de atrito 

Ja vimos no ex. 5 (pg. 77) que as forcas de atrito, no contato entre dois corpos solidos, 
sao forcas tangenciais a superficie de contato. As "leis de forcas" para o atrito sao leis empiricas, 
formuladas por Amontons e Coulomb no seculo 18. 0 fenomeno e extremamente complicado 
e depende fortemente do estado das superficies em contato: grau de polimento, oxidacao, 
presence ou nao de camadas fluidas (agua, lubrificantes) e de contaminantes. Vamos considerar 
inicialmente apenas o atrito entre superficies secas. 

Consideremos um bloco que repousa sobre uma 
superficie horizontal e ao qual se aplica uma forga F 
tambem horizontal. A experiencia mostra que, se 
formos aumentando gradualmente |F| a partir de zero, 
o bloco nao entra em movimento enquanto |F| nao 
atinge um valor critico, que chamaremos de F e . A Fig. 
5.5 mostra as forgas que atuam sobre o bloco en- 
quanto ele permanece em equilibrio: verticalmente, a 
forca-peso P do bloco e a reacao normal de contato 
do piano N, que se equilibram, 
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Figura 5.5 Forca de atrito. 



N 



(5.2.2) 



e, horizontalmente, a forga F tern de ser equilibrada pela reacao tangencial do piano, a forca 
de aLrito F a : 



F a = -F, para 



(5.2.3) 



Note que, enquanto |F| < F e , a forga de atrito se ajusta automaticamente para equilibrar F. 
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(a) 



As "leis do atrito" sao as seguintes: 

A forca de atrito maxima F e , para a qual o bloco comeca a se mover, e proporcional ao 
modulo da forga normal de contato |N| entre as duas superficies. 



max 



N 



(5.2.4) 



(b) 



(0 



0 coeficiente de proporcionalidade \i e , que se chama coeficiente de atrito estatico, de- 
pende da natureza das duas superficies em contato; 

A forca F e e independente da area de contato 
entre os dois corpos. Assim, se colocarmos o 
mesmo bloco da Fig. 5.5 assentado sobre uma 
face de area menor (Fig. 5.6), |P| e |N| nao se 
alteram (cf. 5.2.2)), e, por conseguinte, F e tambem 
nao, embora a area de contato agora seja menor. 

Uma vez atingido o valor F e , e depois que o bloco 
comeca a deslizar, verifica-se geralmente uma dimi- 
nuicao na forca de atrito, o que permite equilibra-la 
com uma forca F de magnitude menor, 




Figura 5.6 Independent^ da area de 
contato. 



F 




N 





(5.2.5) 



mantendo o bloco em movimento retilineo uniforme (F + F a = 0 a = 0), ao longo do piano 
horizontal. O coeficiente \i c chama-se coeficiente de atrito cinetico; note que tanto \i e como \i c , 
sao numeros puros (sem dimensoes), pois representam o quociente das magnitudes de duas 
forcas. Geralmente, \i c e |i e sao menores que 1. 

Verifica-se experimentalmente que ^ c e aproxi- 
madamente independente da velocidade instantanea 
de escorregamento (desde que ela nao atinja valores 
muito elevados). Assim, se IFI continua crescendo a 




partir de F e , |F a | permanece aproximadamente cons- 
tante no valor F c . 0 grafico ao lado mostra a variacao 
de |F a | em funcao de |F|; a parte linear corresponde a 
(5.2.3). Note que, para |F| > F e , temos |F + F a | > 0, de 
modo que a resultante das forcas horizontais e * 0, e 
o movimento do bloco e uniformemente acelerado. 

Diversos resultados discutidos acima podem ser ilustrados colocando o bloco sobre urn 
piano inclinado de inclinacao variavel, feito do material cujo atrito com o material do bloco se 
quer estudar (por exemplo, uma prancha que se ergue gradualmente). Conforme mostra a 
Fig. 4.18, temos neste caso, em lugar da (5.2.2), 



Figura 5.7 Variacao da magnitude da 
forca de atrito com a forca aplicada. 



N = m g cos 0 



(5.2.6) 



onde mea massa do bloco. Por outro lado, a componente da forca-peso tangencial ao piano 
(-Tna Fig. 4.18) corresponde a forca aplicada ao bloco na discussao acima, de forma que a 
(4.5.8) da 



= m g sen 6 



(5.2.7) 



Comparando as (5.2.6) e (5.2.7), obtemos 



/ N 



= tge 



(5.2.8) 
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Experimentalmente, verifica-se que o bloco comega a escorregar quando 6 atinge um 
certo valor 6 e . Comparando as (5.2.4) e (5.2.8), vem entao 



He = tg e < 



(5.2.9) 



Regioes de 
contato 




o que fornece um procedimento para medir o coeficiente de atrito estatico. As leis do atrito 
mencionadas acima corresponde o fato de que o angulo critico 0 e so depende da natureza do 
material do bloco e do piano, sendo independente da massa m do bloco (as (5.2.6) e (5.2.7) 
mostram que aumentar m equivale a aumentar |N| e |F| na mesma proporcao). 

Todas as leis empiricas do atrito discutidas acima sao aproximacoes nao muito precisas 
de um fenomeno bastante complicado. Os resultados dependem nao so da natureza dos 
materiais, mas ainda do grau de polimento das superficies, de sua contaminacao por impurezas 
(inclusive formagao de oxidos), da existencia ou nao de filmes superficiais de umidade, graxa 
bu outros lubrificantes. Para 0 = 6 e , o bloco escorrega em alguns pontos do piano inclinado, 
parando em outros, conforme a situacao local da superficie. 

Do ponto de vista microscopico, as forcas respon- 
saveis pelo atrito sao as forcas interatomicas, atuando 
nas regioes em que as duas superficies estao em con- 
tato. Estas regioes representam uma fracao muito 
pequena da area aparente (geometrica) de contato, 
devido a rugosidade das duas superficies na escala 
microscopica, e o numero delas e aproximadamente 

independente desta area aparente, crescendo com a 
Figura 5.8 Contato entre duas superficies. nQrmal | N| entre ag duag superficies (leis (a) e 

(c), pg. 87). Note que 3 pontos de contato nao-alinhados bastam para definir um piano. Nas 
areas de contato, formam-se pequenas "soldas" em que os dois materiais aderem um ao outro 
mais ou menos fortemente, dependendo da presenca de impurezas, devido as forcas 
interatomicas. O atrito resultaria da necessidade de quebrar estas "soldas". E essencial notar 
que o processo de ruptura de uma "solda" gera excitagoes locais, sob forma de vibracoes que 
se propagam nos materiais como ondas sonoras. Este processo dissipa energia mecanica, 
gerando calor, ou seja, ha um aquecimento local. E bem conhecido que o atrito produz um 
aquecimento das superficies em contato. 

Este fato e muito importante, porque e devido a ele que as forcas de atrito tern carater 
dissipativo, tendendo a se opor ao movimento que se produziria na ausencia de atrito. Nao 
poderiamos explicar a forga de atrito em termos do esforco necessario para percorrer a 
"montanha russa" das rugosidades, porque isto ainda levaria a uma forga "conservativa" ou 
seja, que nao dissiparia a energia mecanica (voltaremos a discutir mais tarde os conceitos de 
forgas conservativas e dissipativas). Acima de um certo grau de polimento e limpeza das 
superficies, o atrito tende a aumentar em lugar de diminuir. isto e facilmente compreensivel 
do ponto de vista microscopico. Com efeito, se polirmos oticamente as superficies de dois 
blocos do mesmo metal e removermos as impurezas e gases absorvidos nas superficies (o 
que pode ser feito colocando os blocos numa camara em alto vacuo), bem como quaisquer 
camadas fluidas depositadas nas superficies, os dois blocos, colocados em contato, ficarao 
praticamente soldados um ao outro: e como se estivessemos criando um bloco unico do mesmo 
metal, com as forgas interatomicas agindo em toda a extensao da area de contato, produzindo 
a coesao. Analogamente, se colocarmos em contato duas placas de vidro molhado bem polidas 
(a agua ajuda a dissolver impurezas que contaminam as superficies), torna-se muito dificil 
fazer deslizar uma sobre a outra (ao faze-lo, chegamos ate a arranhar o vidro). 

Toda a discussao acima das leis do atrito se refere ao atrito entre duas superficies secas. 
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Se existe uma camada de fluido entre as duas superficies (por exemplo, agua ou lubrificantes), 
a situacao se torna muito diferente: temos de considerar o problema do atrito entre um solido 
e um fluido. Este e o chamado "atrito interno", e um exemplo importante e a resistencia do ar. 

A resistencia oposta por um fluido ao deslocamento de um corpo atraves dele e tambem 
um fenomeno muito complicado {voltaremos a discuti-lo no Vol. 2 deste curso). Para baixas 
velocidades, a resistencia depende da viscosidade do fluido, e e geralmente proporcional a 
veiocidade, opondo-se ao movimento atraves do fluido. Para velocidades mais elevadas, 
produz-se em geral turbulencia no fluido, e o termo dominante da forca de resistencia e 
proporcional ao quadrado da veiocidade. Assim, se chamarmos de R a forca de resistencia, 
temos em geral 



R 


= a 


V 


+ b 


V 


2 



(5.2.10) 



onde o primeiro termo domina para |v| pequeno e o segundo para jv| grande. Ja notamos (pg. 
53) que a dependencia de |v| acopla os movimentos horizontal e vertical de um projetil, de 
forma que eles nao sao mais independentes, quando levamos em conta a resistencia do ar. 

Vimos assim os principais tipos de forcas que serao encontradas no decorrer do curso 
de mecanica. Vamos ver agora como se aplicam os princi'pios da dinamica a alguns exemplos 
de sistemas em que atuam essas forcas. 




Figura 5.9 Bloco sobre piano com atrito. 



5.3 — Exemplos de a pi i cacao 

Exemplo 1: Consideremos um bloco colocado sobre 
um piano com atrito e puxado por uma corda, de 
massa desprezi'vel, com uma forca F, inclinada de um 
angulo 0 em relacao ao piano, suposto horizontal (Fig. 
5.9). 

Se \i e e o coeficiente de atrito estatico e P o peso 
do bloco, para que valor de F = jF| ele comecara a 
escorregar? 

0 primeiro passo na solucao de um problema 
deste tipo e o que se chama de "isolar" o bloco, ou 
seja, representa-lo separadamente, com todas as 
forcas que atuam sobre ele. Isto esta feito na Fig. 5.10. 
Como a corda e de massa desprezlvel, ela simples- 
mente transmite ao bloco a forca F, como vimos a pg. 
79. Alem disto, atuam sobre o bloco sua forca-peso P, 
a reacao normal de contato do piano N, e a forca de 
atrito F a (Fig. 5.10). O passo seguinte e escolher um 
sistema de coordenadas conveniente: no caso, ado- 
tamos coordenadas cartesianas, com Ox horizontal e Oy vertical (Fig.). Finalmente, aplicamos 
a 2. a lei de Newton as componentes das forcas nas direcoes x e y. 

Na direcao y, o bloco deve permanecer em equilibrio sobre o piano, ou seja, devemos ter, 
comN=|N|eP = |P|, 




Figura 5.10 Forcas sobre o bloco. 



N + F sen 0 -P = 0 { N-P-Fsen0 



(5.3.1) 



onde estamos tomando N dirigido para cima: o piano so pode produzir uma reacao normal 
nesse sentido. Como N > 0, a (5.3. 1) implica que F nao pode ser excessivamente grande: 
devemos ter sempre 
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Fsene <P (5.3.2) 
(Se F sen0 > P, a forc;a F arranca o bloco do piano, erguendo-o acima dele). 

Na direcao x, para que o bloco comece a se mover, conforme vimos a pg. 86, e preciso 
que se tenha, com F a = |F a |, 

FcosG-R =0 



F a =F e =ii e N 



As (5.3.1), (5.3.3) e (5.3.4) dao 

Fcos0 = n e (P-F sen 0) 



F = 



\i e P 



cos0 + u, e sen 0 



(5.3.3) 
(5.3.4) 

(5.3.5) 



que e o valor procurado, 

Qual e a reacao JV correspondente? Ela decorre das (5.3.3) e (5.3.4): 



N= Fcos9 



FcosG 



(5.3.6) 



(i e | cos0 + jx e sen9 
Se substituirmos u. e na (5.3.5) pela sua expressao (5.2.9) em funcao do angulo 0 e , obtemos 



F = 



Ptg 6 £ 



P sen 0 £ 



n sen 6 P rt cos0cos9 p + sen 0 sen 9 e 

cos9 + ^-senG e e 

cos6^ 



ou seja 



„ P sen 6 P 
F - 



cos(e-e e ) 



(5.3.7) 





A B 







Esta ultima expressao mostra que a magnitude da forca necessaria para que o bloco 
comece a se mover e minima quando ela e aplicacla segundo o angulo 0 = 0 e . 

Exemplo 2: Consideremos dois blocos de massas m A 
e m B , ligados por um fio AB de massa desprezivel, 
puxados por uma forca horizontal F (Fig. 5.11), atraves ; 
de um fio amarrado ao bloco m Bf sobre um piano hori- \ 
zontal, com atrito desprezivel. 

Se o fio AB esta esticado, como seu comprimento 
e constante (supomos que e inextensivel), suas extremidades A e B (e por conseguinte os dois 
blocos) se movem com a mesma aceleracao a ao longo do piano horizontal, na direcao da jj 
forca F. O comprimento constante do fio, impondo a mesma aceleracao a todo o sistema, e 
um exemplo de um vinculo. I 
Se isolamos as diferentes partes do sistema, obtemos (basta considerar as forcas \ 
horizontais): I 



Figura 5.1 1 Par de blocos. 




Figura 5.12 Forcas sobre cada elemento. 
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Como a massa do fio AB e desprezivel, a resultante das forcas que atuam sobre ele deve 
ser nula, ou seja, 

F A =-F B (5.3.8) 
Como a aceleracao a e comum, as equates de movimento dos dois blocos sao: 

(5.3.9) 
(5.3.10) 



F A = m A a 



F + F B = m B a 

Somando membro a membro e levando em conta a (5.3.8), obtemos 



F = (m A +m B )a < 



a = 



(5.3.11) 



o que exprime o fato de que os dois blocos ligados respondem a fnrca F como um unico bloco 
fit massa m A + m B (aditividade das massas) 

Teriamos chegado diretamente ao mesmo resultado "isolando" desdc logo o sistema to- 
tal tor ma do pelos dois blocos c o fio e aplicando-lhe a 2 a lei, o que i lustra o fato de que 
podemos "isolar" diferentes partes de um sistema da forma que julgarmos mais tonveniente. 

Como introducao ao exemplo seguinte, vamos 
considerar um elemento idealizado de*um sistema 
analog* > ao Tio de massa desprezivel", que e uma "po- 
lia de massa desprezivel". Consideremos uma polia 
de rain R suspensa de um suporte e capaz de girar 
(sem atrito) em torno de um eixo que passa pelo seu 
centro O. Se a massa da polia e desprezivel, veremos 
mais tarde, ao estudar a dinamica das rotacoes, que, 
se T e T sao as forcas aplicadas aos dois lados do fio 
que passa pela polia (Fig. 5.13 (a)), devemos ter 
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Figura5.13 Polia. 
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onde T e o que se chama a tensao do fio (este resultado e o analogo, para o movimento de 
rotacao da polia, da (5.3.8) para o movimento de translacao de um fio, e exprime o fato de que 
o ''torque" resultante de T e T em relacao ao eixo O da polia deve ser nulo). Logo, a polia tern 
simplesmente o efeito de alterar a diregao da forca 
aplicada ao fio, sem alterar o seu modulo. Ao mesmo 
tempo, para que a polia permaneca em equih'brio, a 
resultante das forcas a ela aplicadas deve anular-se, 
ou seja, como mostra a Fig. 5.13 (b) acima, o suporte 
00' da polia deve exercer sobre ela uma forca igual a 
-(T + T'). 

Exemplo 3: Consideremos duas massas e m 2 sus- 
pensas por um sistema de duas polias e de fios, todos 
de massa desprezivel, da forma indicada na Fig. 5.14. 
Qual e o movimento do sistema? 

As partes moveis do sistema sao duas, "isoladas" 
na figura pelas linhas fechadas interrompidas: a massa 
m 1 e o sistema formado pela massa m 2 presa a polia 
2, que se movem solidariamente. Chamamos de T a 
tensao do fio, que, pela discussao acima, e a mesma 




Figura 5.14 Sistema de polias. 
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dos dois lados da polia 2 e e tambem a mesma com a qual a polia 1 age sobre a massa m v Seja 
a a aceleracao da massa m t , tomada positivamente quando dirigida para cima (os movimentos 
sab todos na vertical). A equacao de movimento da massa e entao: 

T~m x g = m x a (5.3.13) 

Qual e a aceleracao da massa m 2 ? Se l\ e l 2 sao os comprimentos das porcoes de fio 
indicadas na figura, vemos pela figura que 

2 t + 21 2 = constante (5.3.14) 
ou seja, se a massa sobe ou desce, variando ^ de AJ l7 devemos ter 



^+2^=0 ^Ai 2 =--Aii 



(5.3.15) 



Logo, se m t sobe de uma certa distancia, m 2 desce de metade dessa distancia, mostrando 
que a aceleracao de m 2 e igual a -a/2 (a (5.3.14) e outro exemplo de um vinculo; cf. pg. 90). A 
equacao de movimento da outra parte do sistema e entao: 

2T - m 2 g = -m 2 a 1 2 (5.3.16) 

Resolvendo as duas equacoes (5.3.13) e (5.3.16) em relacao as duas incognitas a e T, 
obtemos 



2{m 2 -2m.) 

a = — ~ -9 

4m. + m-> 



(5.3.17) 



4m 1 + m 2 

Em particular, temos equih'brio (a = 0) para 



9 



(5.3.18) 



J71i = 



(5.3.19) 



ou seja, o sistema de polias reduz a metade o peso (ou forca) necessario para equilibrar um 
dado peso m 2 g, proporcionando assim uma vantagem mecanica. E facil ver (verifique!) que 
um sistema analogo com 2n polias levaria a relacao: mi = m 2 (2n). Note tambem que a > 0 na 
(5.3.17) para m 2 > 2m t , conforme deveria ser: uma massa m 2 maior que a de equih'brio faz 
subir a massa m^ 

Exemplo 4: O pendulo conico: E uma particula de 
massa m que gira em movimento circular uniforme, 
descrevendo um circulo de raio r, suspensa por um 
fio de comprimento I preso a um ponto fixo O' (Fig. 
5.15), de forma que o fio descreve a superficie de um 
cone de angulo de abertura 0, com 

sen0 =r/l (5.3.20) 

Seja © a velocidade angular do movimento cir- 
cular uniforme. As forcas que atuam sobre a particula 
sao a forca-peso mg e a tensao T do fio. A resultante 
F = mg + T destas duas forcas tern de corresponder a 
forca centn'peta (cf. (4.4.9), (3.7.13), ou seja, tern de 
Figura 5.15 Pendulo conico. estar dirigida para o centro O do circulo. A Fig. 5.15 
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mostra entao que 

tg e = F / mg = mco 2 r / rug = o) Z r/g (5.3.21) 

Seja x o periodo associado ao movimento do pendulo. Temos entao, pelas (3.7.10), (5.3.20) 
e (5.3.21), 



t 2 = 4n 2 / co 2 = 4rc 2 r / (g tg 9) = 4tc 2 J cos6 / g 



cos0)/ g 



(5.3.22) 



o que da a relacao entre o periodo, o comprimento do pendulo e o angulo de abertura 8. Por 
exemplo, para ] = lm e 9 = 45° (cos 9 = V2/2), acha-se i ~ 1,7 s. A tensao do fio tambem se 
calcula imediatamente a partir do angulo de abertura: a Fig. 5.15 mostra que 

T = mg/ cos6 (5.3.23) 

A (5.3.22) tambem pode ser escrita: 



cos6 



9 

co 2 i 



mnci-ranHn mip n anrrnln A Hp ahprtnra Hn rnnp rips- 

crito aumenta (cos0 diminui) a medida que a velo- 
cidade angular de rotacao co aumenta. Este principio 
e empregado no reguladorde Watt (Fig. 5.16), em que 
as bolas presas aos dois bracos articulados se afastam 
do eixo a medida que co aumenta; numa maquina a 
vapor, o regulador e acoplado a valvula de escapa- 
mento do vapor, fazendo com que escape quando co 
se toma excessivo, o que automaticamente reduz co e 
faz baixar as bolas. Urn principio analogo e empre- 
gado em taquimetros para medir a velocidade de 
rotacao de urn eixo. 

Exemplo 5 (superelevacao das curvas numa estrada): 
Consideremos um carro que faz uma curva numa 
estrada, trafegando com velocidade v. A forca centri- 
peta sobre o carro e 

F = mv 2 /r (5.3.25) 

onde me a massa do carro e r o raio de curvatura da 
curva (cf. (3.8.17)), mostrado na Fig. 5.17 (a), que e 
uma vista de cima do movimento. A (b) mostra em 
corte vertical que e vantajoso "superelevar" a estrada, 
criando um desm'vel 9 entre suas margens externa e 
interna, de tal forma que F seja a componente hori- 
zontal da reacao normal N da estrada, a unica outra 
forca sobre o carro sendo entao a forca-peso, ou seja, 



F = mg + N 



(5.3.26) 



o que implica, escrevendo as componentes horizon- 
tal e vertical da 2? lei de Newton e levando em conta a 
(5.3.25), 



(5.3.24) 




Figura5.16 Regulador de Watt. 




Flgura 5.1 7 Superelevacao. 
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F = F = N sen 9 = mv 2 I r 



NcosG 

e, dividindo membro a membro, 



mg-0 { NcosG = mg 



(5.3.27) 
(5.3.28) 



tge = 



v 



rg 



(5.3.29) 



o que da a velocidade ideal v em que a curva deve ser descrita para um dado desm'vel 6. Note 
a analogia entre esta relacao e a (5.3.21). 

Se o carro fizer a curva com velocidade maior que a dada pelo (5.3.29), a forca centripeta 
adicional necessaria para que ele permaneca num circulo de raio r so pode provir do atrito 
entre os pneus e a estrada (reacao tangencial). Se for excedido o limite da forca de atrito que 
pode ser assim desenvolvida (coeficiente de atrito estatico), o carro tendera a derrapar na 
direcao radial. A (5.3.29) mostra que, quanto menor for 9, menor sera a velocidade capaz de 
provocar derrapagem. 

5.4 — Movimento de particulas carregadas em campos eletricos ou 
magneticos uniformes 

O movimento de particulas carregadas no vacuo sob a agao de forcas eletricas ou 
magneticas conhecidas tern uma grande variedade de aplicacoes importantes em eletronica, 
aceleradores de particulas, microscopia eletronica, fisica dos plasmas e muitos outros domi'nios 
da fisica. 

0 caso mais simples de tratar e aquele em que essas forcas correspondem a "campos 
uniformes". O que isto significa pode ser ilustrado por analogia com o caso gravitacional. A 
forca de atracao gravitacional entre uma particula e a Terra, conforme veremos, e dada pela 
(5.1.1), onde m\ e m 2 sao as massas da particula e da Terra, e r 12 e a distancia da particula ao 
centro da Terra. Entretanto, na escala do laboratorio, r 12 e aproximadamente constante (igual 
ao raio da Terra) e r 12 tambem (vertical local). Obtemos assim para a forca gravitacional que 
atua sobre uma particula de massa m por unidade de massa da particula o valor (cf. (4.4.5) e 
pg. 68) 

F / m = mg / m = g (5.4.1) 

constante no tempo e o mesmo (em modulo, direcao e sentido) em qualquer ponto da regiao 
do espaco considerada. Dizemos entao que se tern nessa regiao um campo gravitacional 
uniforme, dado pela (5.4.1). 

Analogamente, se considerarmos um par de pla- 
cas metalicas paralelas ligadas respectivamente aos 
terminais positivo e negativo de uma bateria (Fig. 
5.18), uma particula carregada de carga eletrica q 
situada na regiao entre as placas fica sujeita a uma 
forca eletrica 

F = qE = qEx (5.4.2) 

onde x tern a direcao perpendicular as placas e E e 
aproximadamente constante (na regiao entre as 
placas). A forca E por unidade de carga eletrica chama- 
Rgura 5.1 8 Campo eletrico uniforme. se campo eletrico, e o fato de que o vetor E e constante 

na regiao entre as placas se exprime dizendo haver 
nessa regiao um campo eletrico uniforme. 
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A Fig. 5.19 mostra como se pode produzir urn 
campo magnetico uniforme B entre os polos de urn 
eletroima, com urn nucleo de ferro em forma de C, 
em redor do qual se enrola urn solenoide percorrido 
por uma corrente eletrica. Na figura, B = Bz, onde B e 
aproximadamente constante na regiao entre os polos. 

O que isto significa em termos de forca de Lorentz 
(pg. 83) esta ilustrado na Fig. 5.20 (a) e (b). Em ambas, 
B e perpendicular ao piano do papel; em (a) B aponta 
para cima (indicado por pontos); em (b), para baixo 
(xxxxx). Consideramos apenas a forca magnetica F 
sobre uma carga q que se move com velocidade v 
perpendicular a B. A forca F e perpendicular tanto a 
v como a B, de forma que esta no piano do papel. As 
figuras (a) e (b) mostram a orientacao de F para q > 0; 
para q < 0, F se inverte. A magnitude F = |F| e dada, 
no sistema SI, por 




Figura 5.19 Campo magnetico uniforme. 



(5.4.3) 



• • • • 

qo v 



T 



F 

B para cima 
q >0 
(a) 
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qo >-v 
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x x x x 

B para baixo 
q>0 
(b) 



Figura 5.20 Forca de Lorentz. 



de forma que e a mesma em qualquer ponto da regiao 
onde o campo e uniforme, desde que v = |v| permaneca 
o mesmo (mas a direcao de F varia com a de v). 

Vemos pela (5.4.3) que a unidade de B no sistema SI e o campo que atua com forca IN 
sobre uma carga de 1C movendo-se a 1 m/s (com v 1 B). Esta unidade e chamada 1 weber/m 2 . 
Tambem se usa freqiientemente 1 gauss = 10" 4 weber/m 2 . 0 campo magnetico da Terra e da 
ordem de 0,5 gauss. 

Os conceitos e resultados acima serao discutidos detalhadamente no curso de 
eletromagnetismo. Vamos estudar agora o movimento de particulas carregadas em campos 
eletricos ou magneticos uniformes. 

(a) Movimento em campos eletricos uniformes 

Aplicando a 2. a lei de Newton ao movimento de uma particula de carga q (supomos q > 0) 
e massa m num campo eletrico E uniforme, vemos pela (5.4.2) que (desprezando a forca 
gravitacional) 



a = F/m = -^E 
m 

e urn vetor constante na regiao dada, ou seja, o movi- 
mento e uniformemente acelerado (Sec. 3.5). 

Consideremos inicialmente uma particula situada 
no vacuo entre urn par de placas separadas por uma 
distancia d (Fig. 5.21), que parte do repouso na 
vizinhanca de uma das placas (x = 0, Fig.). Pela (5.4.4), 
ela se movera na direcao x com movimento retilineo 
uniformemente acelerado, atingindo a outra placa 
com velocidade v dada pela (2.5.9): 



(5.4.4) 




v 2 =2ad = 2^-Ed 
m 



(5.4.5) 



Figura 5.21 Movimento num campo 
eletrico uniforme. 
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O produto Ed corresponde ao que se chama a diferenga de potencial Ventre as placas, ou 

seja, 

E = V/d (5.4.6) 
No sistema SI, V e medido em volts (V), de forma que a unidade de campo eletrico e 
1 N/C = 1 V/m. A (5.4.5) da entao 

v = ^2{q/m)V (5.4.7) 

Diz-se que a carga q foi "acelerada atraves da diferen- 
ca de potencial V". 

Suponhamos, por outro lado, que a parti'cula 
penetre na regiao entre as placas numa direcao per- 
pendicular ao campo E, com velocidade inicial v 0 ; 
vamos adotar o sistema de eixos da Fig. 5.22. A 
aceleracao (5.4.4) tern entao a direcao y, e temos uma 
trajetoria parabolica, como as da Sec. 3.6, com 
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Figura 5.22 Trajetoria parabolica. 



x = v 0 t 

1^x2 lq ^2 qV .2 

y=—ctL - — rzi = 1 \ 

2 2 m 2md J 



(5.4.8) 



Se I e o comprimento das placas, a deflexao sofrida y, ao atingir a outra extremidade 
(Fig. 5.22) se obtem tomando t = J/v 0 : 



y\ = 



qV I 2 
2md vq 



(5.4.9) 



A trajetoria das parti'culas carregadas emerge da regiao entre as placas formando urn 
angulo 6 com a horizontal (angulo de deflexao: ver Fig. 5.22), que e tambem a direcao da 
velocidade Vj da parti'cula para x = h 



tgo 



Vl. 



'x 



v y =at ]v, y =a^- 



qVl 
mdvr 



v 



V, 



tge 



qVi 
mdvr 



(5.4.10) 
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Figura 5.23 Deflexao eletronica num tubo de osciloscopio. 



Podemos agora discutir a 
deflexao de um feixe de ele- 
trons num tubo de raios catd- 
dicos ou nas experiencias de 
Thomson (pg.53). As partes 
essenciais do dispositivo es- 
tao esquematizadas na Fig. 
5.23. 0 feixe de eletrons e emi- 
tido pelo filamento aquecido 
F (este e o efeito termoionico, 
descoberto por Edison em 
1883), e acelerado atraves da 
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diferenca de potencial entre as placas aceleradoras AA, adquirindo assim uma velocidade na 
direcao x de magnitude dada por (cf. (5.4.7)) 

v 0 - ^2(e I m)V 0 (5.4.11) 

onde eemsaoa carga e massa do eletron. 

O feixe continua com a velocidade v 0 na regiao livre de campo entre AA e as placas 
defletoras DD (Fig. 5.21); note que e feito alto vacuo dentro do tubo. As placas defletoras DD 

torn pom r~\ r»i m on t/~\ 1 o q c r\ o m onln r\ rr\m uma Hi "Poison/" 1 a Ho r^rt+on \/ ontro olac Ho fr\r*m a 

IVin VsKJii i i ini^iiLW j ^jpuyuniviiLU KAj V/V/iii uiiiu unvi L'liyu putuiiuui r ^iiu \_/ uiuu / iv;j uiu 

que podemos aplicar as (5.4.9) e (5.4.10). 

Apos emergir da regiao entre as placas DD, o feixe atravessa outra regiao livre de campo, 
descrevendo uma trajetoria retilinea ate produzir uma mancha luminosa P no anteparo 
fluorescente, a uma distancia L das placas DD. A deflexao adicional A na vertical correspondente 
ao caminho L e (Fig. 5.21) 

A = L tg G (5.4.12) 

A deflexao vertical e Y = y, + A. Levando em conta as (5.4.9), (5.4.10), (5.4.11) e (5.4.12), 
obtemos finalmente 

eVl 2 _ eVl 

Y = y } + A = + L • — — — — 

2md-2— V 0 md-2—V 0 
m m 



ouseja Y = L + - (5.4.13) 




Geralmente, tem-se L » i, de modo que podemos desprezar 1/2 na expressao entre 
parenteses. Note que a deflexao e diretamente proporcional a diferenca de potencial defletora 
V e inversamente proporcional a diferenca de potencial aceleradora. Por outro lado, ela e a 
mesma para eletrons do que para qualquer outra particula carregada, porque a carga e a 
massa nao entram na expressao final. 

(b) Movimento em campos magneticos uniformes 

Consideremos uma particula de carga q e massa m situada num campo magnetico 
uniforme B , movendo-se com velocidade v perpendicular a B. Qual e a trajetoria? 

A aceleracao a e dada por F/m, onde F e a forca de Lorentz, que nesta situacao, conforme 
vimos a pg. 95, esta no piano 1 B que passa pela carga, eelv. Como v e tangente a trajetoria, 
isto quer dizer que a e puramente normal a trajetoria em qualquer ponto da mesma, e tern 
modulo (cf. (5.4.3)) 

= ^-vB (5.4.14) 
m 

(tomando q > 0). Conforme vimos nas Sees. 3.7 e 3.8, esta situacao (ausencia de aceleracao 
tangencial) e caracteristica do movimento circular uniforme num circulo de raio r, onde (cf. 
(3.7.13)) 



m 



o que da para r o valor 
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(5.4.15) 



Figura 5.24 Trajetoria circular num campo 
magnetico. 



onde p = |p| e a magnitude do momento da particula. 
Logo, nestas condicoes, a particula descreve urn movi- 
mento circular uniforme num ci'rculo de raio propor- 
tional ao momento da particula, e inversamente pro- 
porcional a sua carga e ao campo B. Esta propriedade 
e utilizada, na fisica experimental de particulas ele- 
mentares de alta energia, para medir os momentos 
das particulas carregadas produzidas nas reacoes 
estudadas nesse dominio. As trajetorias num campo 
magnetico uniforme sao materializadas em detetores 
como a "camara de bolhas" e fotografadas; nas foto- 
grafias, a simples medida de r permite determinar os 
momentos correspondentes. 



A (5.4.15) da a velocidade angular 0) = v/r do movimento circular uniforme: 



m 



(5.4.16) 



Esta velocidade ou freqiiencia angular, que so depende da razao q/m da carga para a 
massa da particula e do campo B, e chamada de freqiiencia de ciclotron da particula no campo 
B, Note que e independente do raio da orbita: a medida que v aumenta, r vai aumentando 
correspondentemente, de forma a manter co = v/r constante. 

A razao do nome dado awe que o ciclotron, 
acelerador de particulas inventado por Lawrence e 
Livingston em 1931, baseia-se na constancia de w 
quando rvaria. A Fig. 5.25 mostra a camara de ace- 
leracao do ciclotron (que fica dentro de um tanque 
onde se faz vacuo). E um cilindro metalico oco acha- 
tado, dividido ao meio, formando duas pecas em 
forma de "D". O campo B e aplicado perpendi- 
cularmente as bases, que ficam entre os polos de um 
eletroima. No centra F (Fig.), ha uma fonte de ions 
positivos, geralmente protons ou deuterons, que vao 
ser acelerados. Os dois "D's" sao ligados a um osci- 
Figura 5.25 Ciclotron. lador que produz entre eles uma voltagem alternada, 

de frequencia angular w, ajustada de forma a acelerar um ion positivo quando ele atravessa o 

intor\/alrk ontro nc "TVc" O l'rm Hocrroupra cnh a aran Hp R Tim comin'rrnln Ho rain rnmnnrn'a. 

nal a velocidade com que penetrou no "D", levando para isto um tempo T/2, onde T = 27c/co. 
Como a voltagem alternada tern exatamente o mesmo pen'odo, ela se tera invertido durante 
esse tempo, de forma que fara o ion sofrer nova aceleracao, ao atravessar em sentido contrario 
o intervalo entre os "D's", aumentando sua velocidade e, conseqiientemente, tambem o raio 
da orbita. 

A orbita resultante sera entao uma espiral: a magnitude da velocidade permanece 
constante ao longo de cada semicirculo, mas aumenta a cada atravessamento do intervalo 
entre os "D's". Finalmente, uma vez atingida a velocidade final desejada, o feixe de ions sai 
pela abertura A e e desviado por uma placa defletora em direcao ao alvo. 
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Um exemplo ti'pico seria um ciclotron com um campo magnetico de 10 quilogauss = 1 



weber/m 2 . Para protons (q = e = 1,6 x 10" 19 C, m = m p = 1,67 x 10" 27 kg), a (5.4.16) da co « 10 8 
s" 1 . A velocidade final atingida e v * co/?, onde Keo raio dos "D's". Para um raio ti'pico R ~ 50 
cm, temos v « 5 x 10 7 m/s, o que ja e cerca de 1/10 da velocidade da luz. A vantagem do 
ciclotron e que a voltagem aceleradora nao precisa ser muito elevada (tipicamente ~10 5 volts): 
as velocidades finais elevadas sao atingidas a custa de um numero grande (centenas) de voltas. 

Se quisermos acelerar particulas a velocidades mais elevadas ainda, entramos no domi'nio 
onde efeitos relativisticos se tornam importantes. Um deles, conforme veremos mais tarde, e 
que a massa da particula aumenta com a velocidade. Isto prejudica a operacao do ciclotron, 
porque, como vemos pela (5.4.16), co, em lugar de ser independente de v, comeca a decrescer 
com o aumento de v. Para que a particula continue sendo acelerada a cada volta, e preciso 
entao "sincronizar" a frequencia de oscilacao da voltagem alternada, fazendo-a tambem 
decrescer com o aumento de v. Aceleradores em que isto e feito chamam-se sincrotrons. No 
Brasil, foi construido um acelerador desse tipo, que funciona no Laboratorio Nacional de Luz 
Sincrotron (LNLS). 

Voltemos agora as experiencias de J. J. Thomson de deflexao de raios catodicos. Vimos 
na (5.4.13) que a deflexao por um campo eletrico e a mesma para qualquer particula carregada, 
independetemente de sua carga e massa. 

A segunda parte da experiencia de Thomson 
consistiu em superpor ao campo eletrico E = V/d en- 
tre as placas defletoras DD (Figs. 5.22 e 5.26) tambem 
um campo magnetico B, perpendicular as direcoes 
de E e v 0 , e de sentido tal que a forca magnetica de 

Lorentz F m sobre um eletron (carga negativa) de Rgura 5.26 Campos E e B cruzados. 
velocidade v 0 atuasse em sentido contrario ao da forca 
eletrica F e = eE. Ajustando a magnitude de B, Thomson chegou a um valor para o qual a 
deflexao eletrica Y (Fig. 5.22) era exatamente compensada pela deflexao magnetica, de modo 
que o feixe de raios catodicos nao sofria deflexao nenhuma. A condicao para isto e que a 
resultante de F e e F m se anule, ou seja, pela (5.4.3), 




eE = eV/d = ev 0 B (5.4.17) 



As (5.4.11) e (5.4.13), para L » 1, dao 

Y = -^- (5.4.18) 

mdvo 

Substituindo v 0 pelo seu valor (5.4.17) e resolvendo em relacao a e/m, obtemos finalmente 

e YV 



m dlLB 2 



(5.4.19) 



onde todas as grandezas do 2.° membro sao conhecidas experimentalmente, o que permite 
determinar e/m. O resultado e 

elm - 1,76 x 10 11 C/kg (5.4.20) 

A carga e do eletron foi medida em 1910, numa notavel serie de experiencias, por R. A. 
Millikan. A ideia basica destas experiencias foi a de medir as cargas de goticulas de oleo 
ultramicroscopicas, borrifadas por um vaporizador no espaco entre duas placas, entre as 
quais se pode estabelecer um campo eletrico uniforme na direcao vertical. As goticulas 
adquirem carga eletrica por atrito, ao sair do vaporizador. Na ausencia de campo, as goticulas 
caem lentamente, sob a acao de seu peso (reduzido pelo empuxo do ar) e da resistencia do ar, 
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que neste regime e proportional a velocidade (termo a |vj na (5.2.10}). Quando se aplica um 
campo eletrico, pode-se usa-lo para equilibrar a forga para baixo sobre goticulas carregadas, 
ou para faze-las subir em lugar de descer. A carga de uma dada goti'cula, observada durante 
um tempo longo, sofre variacoes espontaneas (ou provocadas, quando se introduz algum 
agente ionizante, como raios X ou uma fonte radioativa). A medida dessas variacoes de carga 
mostrou que elas correspondiam sempre a multiplos inteiros de uma carga elementar negativa 
-e, onde 

e = l,6xl0~ 19 C (5.4.21) 

foi interpretado por Millikan como a magnitude da carga do eletron. Combinando as (5.4.21) 
e (5.4.20), obtemos tambem o valor da massa do eletron m e : 



9,lxl(T 31 kg (5.4.22) 

As orbitas circulares de parti'culas carregadas em campos magneticos uniformes tambem 
podem ser utilizadas para medir as massas dessas parti'culas. Para parti'culas de mesma carga 
q, a (5.4.15) mostra que o raio r de uma trajetoria circular num dado campo B da o momento 
p = mv da parti'cula. Se selecionarmos somente parti'culas de mesma velocidade v 0 , o raio 
passa a ser diretamente uma medida da massa. 

A selecao de velocidade pode ser feita com o 
auxilio de um filtro de velocidade, que e um dispositivo 
semelhante ao da Fig. 5.26, com os campos uniformes 
E e B superpostos, perpendiculares entre si. Pela 
(5.4.17), uma parti'cula carregada nao sofre deflexao 
somente quando sua velocidade v 0 e dada por 




Figura 5.27 Filtro de velocidade. 



v 0 = E/B 



(5.4.23) 
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Uma fenda num anteparo FF (Fig. 5.27) so deixa passar as parti'culas que nao sofreram 
deflexao, de forma que as parti'culas a direita da fenda tern todas a mesma velocidade v 0 . 

A Fig. 5.28 mostra um tipo simples de 
espectrografo de massa, que permite medir massas 
atomicas com precisao, separando isotopos diferente. 

Como indicado na Fig. 5.28 (a), os ions sao pro- 
duzidos numa fonte de ions; usualmente, terao perdi- 
do um so eletron, tendo portanto carga positiva +e. 
Eles atravessam primeiro um filtro de velocidade, 
emergindo na camara do espectrografo, todos com a 
mesma velocidade, atraves da fenda FF. Nessa regiao 
sao submetidos a um campo magnetico uniforme B, 
perpendicular ao piano da figura, e descrevem orbitas 
circulares, cujos raios, pela (5.4.15) (onde v, q e B sao 
comuns a todos os ions), sao diretamente proporcio- 
nais as massas dos ions. 

Apos descrever um semici'rculo, cada ion incide 
Figura 5.28 Espectrografo de massa. so b re 0 detetor, que pode ser uma chapa fotografica 

(figura (a)). Revelando-a, observa-se (figura (b)) um "espectro de massa", semelhante a um 
espectro otico, em que cada raia corresponde a um grupo de parti'culas de massa diferente 
(na Fig. 5.27, r 2 > r l7 correspondendo a m 2 > m^). 

O espectrografo de massa permite separar isotopos diferentes do mesmo elemento (por 



(b) 
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exemplo, o oxigenio existe na natureza como mistura de tres isotopos, O , O e O H ) e medir 
suas massas com precisao. Como todos os isotopos do mesmo elemento tern as mesmas 
propriedades qui'micas, a separacao por metodos quimicos nao e possivel. Utilizando em 
lugar da chapa fotografica um detetor que meca a corrente de ions, e possivel analisar tambem 
com precisao a abundancia relativa dos diferentes isotopos numa amostra. 

PROBLEMAS DO CAP1TULO 5 

1. Um astronauta, vestindo seu traje espacial, consegue pular a uma altura de 60 cm 
da Terra. A que altura conseguira pular na Lua? Os raios medios da Terra e da Lua sao 
de 6.371 Km e 1.738 Km, respectivamente; as densidades medias sao 5,52 g/cm 3 e 3,34 
g/cm 3 , respectivamente. 

2. Utilizando os dados do problema anterior, calcule que fracao da distancia Terra-Lua e 
preciso percorrer para que a atracao gravitacional da Terra seja compensada pela da 
Lua. 

3. No atomo de hidrogenio, a distancia media entre o eletron e o proton e de aproxima- 
damente 0,5 A. Calcule a razao entre as atracoes coulombiana e gravitacional das duas 
particulas no atomo. A que distancia entre o eletron e o proton sua atracao coulombiana 
se tornaria igual a atragao gravitacional existente entre eles no atomo? Compare o 
resultado com a distancia Terra-Lua. 

4. Duas bolinhas de isopor, de 0,5 g cada uma, estao suspensas por fios de 30 cm, amarrados 
no mesmo ponto. Comunica-se a mesma carga eletrica a cada bolinha; em conseqiiencia, 
os fios se afastam ate formar um angulo de 60° um com o outro. Qual e o valor da carga? 

5. Leve em conta a resistencia do ar, supondo-a proporcional a magnitude da velocidade. 
Nestas condicoes, um pedregulho que e lancado verticalmente para cima, a partir de 
uma certa altura, demora mais, menos ou o mesmo tempo para subir ate a altura maxima 
do que para voltar ate a altura do lancamento? Explique. 



f 6. O sistema da figura esta em equilibrio. A distan- 
cia d e de 1 m e o comprimento relaxado de cada 
uma das duas molas iguais e de 0,5 m. A massa 
m de 1 Kg faz descer o ponto P de uma distancia 
h = 15 cm. A massa das molas e desprezivel. 
Calcule a constante k das molas. 




7. Um bloco e lancado para cima, com velocidade de 5 m/s, sobre uma rampa de 45° de 
inclinacao. O coeficiente de atrito cinetico entre o bloco e a rampa e 0,3. (a) Qual e a 
distancia maxima atingida pelo bloco ao longo da rampa? (b) Quanto tempo leva o bloco 
para subir a rampa? (c) Quanto tempo leva para descer a rampa? (d) Com que velocidade 
final chega ao pe da rampa? 
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8. Na figura, as molas M i e M 2 tern massa despre- 
zi'vel, o mesmo comprimento relaxado i 0 e cons- 
tantes de mola e k 2 , respectivamente. Mostre 
que se pode substituir o par de molas por uma 
mola unica equivalente de constante de mola k, e 
calcule k nos casos (a) e (b). 



i 



Mi 



(a) g 



(b) 



I 



Mi m F 



Mi 




m F 
• 



M 7 



No sistema da figura (maquina de Atwood), 
mostre que a aceleracao a da massa M e a tensao 
T da corda (desprezando as massas da corda e 
da polia) sao dadas por 



a = 



M-m) 



M + m 



9 



2mM 
T = q 

(M + m) 




10. No sistema da figura, m x = 1 Kg, m 2 = 3 Kg e m 3 = 
2 Kg, e as massas das polias e das cordas sao 
desprezi'veis. Calcule as aceleracoes a 2 e a 3 das 
massas m v m 2 e m 3 e a tensao Tda corda. 




11. Um pintor esta sobre uma plataforma suspensa 
de uma polia (Fig). Puxando a corda em 3, ele faz 
a plataforma subir com aceleracao g/4. A massa 
do pintor e de 80 Kg e a da plataforma e de 40 
Kg. Calcule as tensoes nas cordas 1, 2 e 3 e a 
forca exercida pelo pintor sobre a plataforma. 




12. No sistema da figura, m t = 20 Kg, m 2 = 40 Kg e 
m 3 = 60 Kg. Desprezando as massas das polias e 
dos fios e o atrito, calcule a aceleracao do sistema 
e as tensoes nos fios 1, 2 e 3. 
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13. Um bloco esta numa extremidade de uma prancha de 2 m de comprimento. Erguendo-se 
lentamente essa extremidade, o bloco comeca a escorregar quando ela esta a 1,03 m de 
altura, e entao leva 2,2 s para deslizar ate a outra extremidade, que permaneceu no chao. 
Qual e o coeficiente de atrito estatico entre o bloco e a prancha? Qual e o coeficiente de 
atrito cinetico? 

14. Um bloquinho de massa igual a 100 g encontra-se numa extremidade de uma prancha de 
2 m de comprimento e massa 0,5 Kg. Os coeficientes de atrito estatico e cinetico entre o 
bloquinho e a prancha sao, respectivamente, 0,4 e 0,35. A prancha esta sobre uma mesa 
horizontal lisa (atrito desprezivel). Com que forca maxima podemos empurrar a outra 
extremidade da prancha para que o bloquinho nao deslize sobre ela? Se a empurrarmos 
com uma forca de 3N, depois de qi^anto tempo o bloquinho caira da prancha? 



15. No sistema da figura, o bloco 1 terp massa de 10 
Kg e seu coeficiente de atrito estatico com o piano 
inclinado e 0,5. Entre que valores mi'nimo e 
maximo pode variar a massa m do bloco 2 para 
que o sistema permaneca em equilibrio? 









/ 1 / 








2 













16. O coeficiente de atrito estatico entre as roupas de uma pessoa e a parede cilindrica de 
uma centrifuga de parque de diversoes de 2 m de raio e 0,5. Qual e a velocidade angular 
minima (em rotacoes por minuto) da centrifuga para que a pessoa permaneca colada a 
parede, suspensa acima do chao? 

17. Uma curva semicircular horizontal numa estrada tern 30 m de raio. Se o coeficiente de 
atrito estatico entre os pneus e o asfalto e 0,6, qual e a velocidade maxima (em Km/h) com 
que um carro pode fazer a curva sem derrapar? 

18. Um trem atravessa uma curva de raio de curvatura igual a 100 m a 30 km/h. A distancia 
entre os trilhos e de 1 m. De que altura e preciso levantar o trilho externo para minimizar 
a pressao que o trem exerce sobre ele ao passar pela curva? 



1U No sistema da figura, a bolinha de massa m esta 
amarrada por fios de massa desprezivel ao eixo 
vertical AB e gira com velocidade angular od em 
torno desse eixo. A distancia AB vale L Calcule 
as tensoes nos fios superior e inferior. Para que 
valor de to o fio inferior ficaria frouxo? 



0) - 
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20. Um feixe de eletrons de velocidade 3 x 10 6 m/s penetra horizontalmente na regiao entre 
urn par de placas defletoras de 2 cm de extensao, onde existe um campo eletrico vertical 
de 1 kV/m. Calcule o angulo de deflexao e a magnitude da velocidade do feixe ao emergir 
da regiao entre as placas. 

21. Qual e a frequencia de ci'clotron de um eletron no campo magnetico da Terra, tomando 

□ tu v uivji upiv^u uv^ \j r %j y ci Lii3i3 ; u-iii ^i^li un atciui auu an avto uina unc;i caii^a uc 

potencial de 250V se move neste campo, perpendicularmente a direcao do campo 
magnetico, qual e o raio de curvatura da sua orbita? 

22. Um feixe de protons, movendo-se ao longo de uma direcao tomada como eixo Ox, com 
velocidade de 10 6 m/s, penetra numa regiao onde existe um campo magnetico uniforme 
de intensidade 100 gauss, dirigido ao longo do eixo Oz. Calcule a deflexao do feixe na 
diregao y, apos penetrar uma distancia de 50 cm ao longo da direcao x na regiao onde 
existe o campo magnetico. 
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ENERG1A MECAN1CA 



6,1 — Conservacao da energia mecanica num campo gravitational 
uniforme 

Sabemos que, na "experiencia da Torre de Pisa", 
todos os corpos lancados do alto da torre atingem o 
solo (se desprezarmos a resistencia do ar) com a 
mesma velocidade. Mais geralmente, qualquer corpo 
lancado de uma altura z 0 com velocidade inicial v 0 (ver- 
tical) passa por uma altura (Fig. 6.1) com a mesma 
velocidade v v qualquer que seja sua massa m. Com 
efeito, decorre da (2.5.9) que 

v 1 2 -v^+2g(z 0 -z 1 ) (6.1.1) 

Em particular, a velocidade adquirida por um 
corpo em queda livre a par tir do repouso, apos cair 
de uma altura h, e v = V2gh ("formula de Torricelli"). 

Por outro lado, se lancarmos um corpo verticalmente para cima com velocidade inicial v, 
ele sobe ate uma altura h = v^ltg, ou seja, a velocidade adquirida por ele apos cair de uma 
certa altura e capaz de faze-lo subir ate essa mesma altura (desprezando a resistencia do ar). 

Suponhamos agora que a massa m seja lancada 
com velocidade inicial v 0 ao longo de um piano 
inclinado de inclinacao 6 (Fig. 6.2) e de comprimento 
/, com atrito desprezi'vel. Vimos na (4.4.8) que a 
aceleracao do movimento ao longo do piano e a = g 
senO. Logo, a massa atinge a base do piano com 




Figura 6.1 Velocidades na queda livre. 




9 7 n , tn * „^ Rgura 6.2 Velocidades num piano inclinado. 

v 1 2 = vg+2gisen9 (6.1.2) 6 v 

Mas (Fig. 6.2) I sen6 = h = z 0 -z 1 ea altura do piano inclinado. Comparando a (6.1.2) com 
a (6.1.1), vemos entao que a magnitude da velocidade adquirida e a mesma nos dois casos 
(qualquer que seja o angulo 0), ou seja, so depende da diferenca de altura (note, porem, que as 
diregoes de v 0 e vi variam com 0). 

Um resultado analogo vale para a velocidade necessaria para subir de uma altura h ao 
longo de um piano inclinado. Em particular, na ausencia de atrito e da resistencia do ar, uma 
particula que desce de uma altura h, ao longo de um piano inclinado de inclinacao 0 l7 adquire 
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Figura 6.3 Alturas iguais de descida e subida. 



uma velocidade exatamente suficiente para eleva-la 
de uma altura h ao longo de outro piano inclinado de 
inclinacao 0 2 , quaisquer que sejam Q A e 9 2 (Fig. 6.3). 

Podemos pensar numa trajetoria curva sob a acao 
da gravidade (por exemplo, numa rampa curva, como 
a de uma montanha russa), como uma sucessao de 
pianos inclinados infinitesimos, de inclinagoes va- 
riaveis continuamente (aproximando a curva por uma 
poligonal circunscrita de numero crescente de lados). 
Assim, uma particula que desce de uma altura h ao 
longo de uma rampa curva (Fig. 6.4) sobe tambem a 
uma altura h com a velocidade adquirida, desde que 
possamos desprezar o atrito e a resistencia do ar. 

O resultado acima ja era conhecido de Galileu, 
que assim o enunciou em "Duas Novas Ciencias": "As 
velocidades adquiridas pelo mesmo corpo descendo 
ao longo de pianos de inclinagoes diferentes sao iguais 
quando as alturas desses pianos sao iguais." 

Galileu tambem aplicou o resultado ao movimento de um pendulo (em lugar de uma 
particula sobre uma rampa curva), da seguinte forma (Fig. 6.5): 




Figura 6.4 Descida e subida numa rampa 
curva. 



A 

/ E 

D/ g ^\ 


\c 




F S 
B 



Figura 6.5 llustracao de Galileu. 



"Imaginemos que esta pagina representa uma parede 
vertical, com um prego pregado nela; e que do prego 
esteja suspensa uma bola de chumbo de uma ou duas 
oncas, por um fio vertical fino AB, de quatro a seis 
pes de comprimento, digamos; desenhamos sobre a 
parede uma linha horizontal DC, em angulo reto com 
o fio vertical AB, que esta pendurado a cerca de dois 
dedos de distancia da parede. Agora vamos trazer o 
fio AB com a bola presa a ele ate a posicao AC e solta- 
lo; veremos que desce primeiro ao longo do arco CBD, 
ultrapassa 6 ponto B, e percorre o arco BD, atingindo 
quase a horizontal CD, ficando um pouco abaixo devido a resistencia do ar e do fio; dai 
poderemos corretamente inferir que a bola, descendo ao longo do arco CB, adquiriu um 
impeto ao chegar em B que e exatamente suficiente para leva-la ao longo do arco semelhante 
BD ate a mesma altura. Tendo repetido esta experiencia muitas vezes, vamos agora colocar 
um prego na parede perto da perpendicular AB, digamos em E ou em F, de forma que se 
projete para fora de cinco ou seis dedos, afim de que o fio, transportando novamente a bola 
ao longo do arco CB, bate no prego E quando a bola atinge B, forcando-o a atravessar o arco 
BG, descrito com o centro em E. Isto permite ver o que pode ser feito pelo mesmo impeto que 
antes, partindo do mesmo ponto B, carregava o mesmo corpo ao longo do arco BD ate a 
horizontal CD. Agora, cavalheiros, observarao com prazer que a bola oscila ate o ponto G na 
horizontal, e veriam o mesmo ocorrer se o obstaculo fosse colocado num ponto mais baixo, 
digamos em F, em torno do qual a bola descreveria o arco BI, elevando-se sempre ate terminar 
exatamente sobre a linha CD. Mas, se o prego for colocado tao baixo que o resto do fio abaixo 
dele nao chega ate a altura CD (o que sucederia se o prego fosse colocado mais proximo de B 
do que da interseccao de AB com a horizontal CD), entao o fio pula por cima do prego e se 
enrosca em torno dele". 

O resultado (6.1.1) pode ser reescrito da seguinte forma: 
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1 2 1 2 

-v t +gz t =-v 0 + gz 0 



(6.1.3) 



relacionando as velocidades vi e v 0 associadas a duas alturas quaisquer i x e z 0 . Analogamente 
a (4.5.1), podemos dizer que a grandeza 



1 2 
2 V 



(6.1.4) 



e conservada no movimento de uma particula sob a acao do campo gravitational uniforme 
(pg. 94) na vizinhanca da superfine da Terra. Isto vale qualquer que seja este movimento 
(mesmo para uma trajetoria curvilinea). Entretanto, ainda obteriamos uma grandeza 
conservada multiplicando a (6.4.1) pela massa m da particula ou por qualquer funcao de m 
(porque m se conserva). 

Para remover a ambiguidade sobre a forma da 
grandeza que se conserva, vamos considerar um 
sistema de duas massas m e M, ligadas por um fio de 
massa desprezi'vel, que passa sobre uma polia de mas- 
sa desprezivel ("maquina de Atwood"). Sejam z, v e a 
a altura, velocidade e aceleracao instantaneas da 
massa m, e Z e V a altura e a velocidade correspon- 
dentes de M; como \\ + i 2 e constante na Fig. 6.6, a 
aceleracao de M e -a, e temos, analogamente a (5.3.15), 



Ai t = (z t - z 0 ) = -Ai 2 = -{Z x - Z 0 ) (6.1.5) 

ou seja, uma massa desce da mesma altura de que a 
outra sobe. Se T e a tensao do fio, temos 




Figura 6.6 Maquina de Atwood. 



T - mg = ma 
T - Mg = -Ma 



(M - m)g = (M + m)a < 



(M-m) 

a~ g 

M + m y 



(6.1.6) 



Podemos agora aplicar a (2.5.9) ao movimento de cada uma das massas: 



v\ = v% =2a{zi -z 0 ) 
V 1 2 = V 0 2 =2(-a)(Z 1 -Z 0 )J 



ou, pela (6.1.6), 



ou ainda 



1 2 1 2 
^--v 0 =g 



m 



m + M 



{z 0 -z i ) = g{z 0 -z^- 



_2M_ 
m + M 



M + m 



{Z 0 -Z^) = g{Z 0 -Z- [ )~ 



2m 



J 



m + M 



g&o-zj 



(6.1.7) 



1 2 1 2 2Mg . 

— v* +gz< =—v7,+ gzn — (z n - z 1 ) 

2 i y i 2 o y o m + M ^ o n 

I V, 2 = gZj = - V 0 2 = gZ 0 - (Z 0 - Z, ) 
2 i y i 2 o y o m + M <- o u 



(6.1.8) 



Multiplicando a primeira das (6.1.8) por mea segunda por M, e somando membro a 
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membro, os ultimos termos dos segundos membros se cancelam, pois (z 0 - + (Z 0 - Z t ) = 0 
pela (6.1.5). Obtemos entao 



1 2 

-mv\+mgz^ 



\ ( 
+ 



^MVf + MgZ^ 



1 2 

-mv 0 + mgz 0 



+ 



|MV 0 2 + MsrZ 0 



(6.1.9) 



ou seja, para urn sistema de particulas sob a acao do campo gravitacional g, a grandeza que 
se conserva e 



(6.1.10) 



onde soma e estendida a todas as particulas do sistema. Vamos agora discutir a interpretacao 
fisica de E, que representa, conforme veremos, a energia mecanica do sistema. 




6.2 — Trabalho e energia 




Figura 6.7 Bate-estacas. 



Consideremos um "bate-estacas" (Fig. 6.7 (a)), 
que opera da seguinte maneira: um bloco de massa 
m suspenso inicialmente a uma altura z 0 acima de uma 
estaca que se quer enterrar, e deixado cair sobre ela, 
atingindo-a com velocidade v. Como resultado {fig. 
(b)) a estaca penetra a uma profundidade adicional 
Az. Aplicando a (6.1.10) a massa do bloco, temos, 
inicialmente, 

E = mgz 0 (6.2.1) 

No instante em que o bloco atinge a estaca (z = 0), 
temos 



u 1 2 

E = -mv 
2 



(6.2.2) 



A forca F com que o bloco atua sobre a estaca e uma forga impulsiva, tipica de um processo 
de colisao, que atua durante um intervalo de tempo muito curto e tern uma magnitude muito 
grande durante este intervalo. A estaca atua sobre o bloco com uma forca igual e contraria 
-F, cujo efeito e desacelerar o bloco ate que ele pare. Vamos admitir, para simplificar, que essa 
desaceleracao e uniforme, correspondendo a uma aceleracao constante a (a < 0). Por hipotese, 
como Fe muito grande, podemos desprezar outras forcas, (inclusive a forca-peso) em confronto 
com F, o que da, para a equacao de movimento do bloco, 

-F = ma (6.2.3) 
Aplicando a (2.5.9) a desaceleracao do bloco da velocidade v ate parar, temos entao 
(Az > 0) 



v 2 = -2aAz 

As (6.2.2), (6.2.3) e (6.2.4) dao entao, emz = 0, 



E --mv 2 -F-Az 
2 



(6.2.4) 



(6.2.5) 



Dizemos que a forca F aplicada a estaca, enterrando-a de Az, ou seja, produzindo um 
deslocamento de Az na diregao da forga, realiza um trabalho 
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AW = FAz 



(6.2.6) 



sobre a estaca, O trabalho e tanto maior quanto maior o deslocamento ou a forca sob a acao 
da qual ele se realiza. 

Devido a velocidade v com que atinge a estaca, o bloco tern a capacidade de realizar esse 
trabalho, exercendo uma forca sobre a estaca. Chama-se ENERGIA a capacidade de produzir 
trabalho. No instante em que atinge a estaca, a energia E do bloco, dada pela (6.2.2), esta 
associada unicamente com sua velocidade v. Esta forma de energia, devida ao movimento, 
chama-se energia cinetica; vamos designa-la por T. 

A energia cinetica de uma particula de massa m que se move com velocidade v e dada por 



r 1 2 
T = -mv 

2 



(6.2.7) 



onde v = |vj. No seculo 17, houve uma violenta controversia entre Descartes e Leibnitz sobre 
qual seria a "verdadeira medida de uma forca": segundo Descartes, seria mv, e segundo Leibnitz 
seria mv 2 , que Leibnitz chamava de "forca viva". Vemos que ambas sao importantes, mas 
medem coisas diferentes. 

Por outro lado, na situacao inicial em que o bloco esta em repouso a altura z 0 , sua energia 
(a mesma) e dada pela (6.2.1). Esta forma de energia, que so depende da posigao em que o 
bloco se encontra, chama-se energia potencial, e vamos representa-la por U. Para uma massa 
m situada a altura z, na vizinhanca da superficie terrestre, a energia potencial gravitacional e 
dada por 



U = mgz 



(6.2.8) 



A (6.1.0) mostra que a energia total de uma particula de massa m, no campo gravitacional 
proximo da superficie terrestre, e dada por 
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e se conserva. Logo, a energia total de uma particula e a soma de sua energia cinetica com sua 
energia potencial. A razao do nome "energia potencial" e que esta energia fica armazenada 
em forma "potencial", como no caso do bloco suspenso, podendo converter-se em energia 
cinetica e realizar trabalho. 



Exemplo 1: Consideremos uma bola solta da posicao 
A (Fig. 6.8), a uma altura z 0 do chao. Suponhamos que 
ela sofre ao atingir o chao uma colisao perfeitamente 
elastica, cujo unico efeito e inverter o sentido de sua 
velocidade, convertendo-a de v em -v. A bola volta- 
ra entao a subir a mesma altura inicial, e assim per- 
manecera indefinidamente, oscilando entre as posi- 
coes extremas A (onde sua energia e puramente 
potencial, dada pela (6.2.1)) e B (onde sua energia e 
puramente cinetica, dada pela (6.2.2)). 




Figura 6.8 Bola pulando sobre o chao. 



Exemplo 2: 0 pendulo, que conforme vimos foi considerado por Galileu, tambem oscila 
indefinidamente, na ausencia de atrito e resistencia do ar. A energia total se conserva, oscilando 
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Figura6.9 Pendulo. 



entre a forma puramente potencial em A e C, onde a 
particula para instantaneamente, e a forma puramente 
cinetica em B, onde a velocidade e maxima. 

Numa montanha russa, sempre desprezando o 
atrito e a resistencia do ar, a energia mecanica e 
conservada, permitindo (idealmente) que o carrinho 
volte a subir a altura h inicial, onde sua energia e 
puramente potencial, depois de passar pelos "vales", 
onde sua energia cinetica e maxima. 

As (6.2.5) e (6.2.6) mostram que tanto trabalho 
como energia tern dimensoes do produto de forca por 
deslocamento, de modo que a unidade SI correspon- 
dente e 

. IN x lm = 1 J (Joule) 

Figurab.10 Montanha russa. 

No sistema CGS, seria 1 dina x 1 cm = 1 erg. 
Lembrando que 1 N = 10 5 dinas (pg. 70), vemos que 

1J = 10 7 ergs 

O resultado (6.2.5) pode ser estendido a qualquer movimento unidimensional sob a acao 
de uma forca constante. Com efeito, se multiplicarmos por m/2 ambos os membros da (2.5.9), 
obtemos 
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ou seja, 




(6.2.10) 



0 primeiro membro define o trabalho realizado sobre a particula pela forga F que atua 
sobre ela, no deslocamento de x Q ate x t . Para o-caso especial do movimento unidimensional 
sob a acao de uma forca constante, a (6.2.10) mostra que esse trabalho e igual a variacao de 
energia cinetica da particula entre esses dois pontos (energia final menos inicial). 

No caso particular do campo gravitacional, com x -> z e Oz dirigido verticalmente para 
cima, temos F = - mg e a (6.2.10) se reduz a (6.1.3). Para o bate-estacas, durante a queda livre 
da altura z 0 ate z\ = 0, a forca aplicada ao bloco (gravidade) tern o mesmo sentido que o 
deslocamento, realizando portanto sobre ele um trabalho positivo, o que aumenta sua energia 
cinetica para o valor (6.2.2). Depois que o bloco bateu na estaca, a forga sobre o bloco e a 
reacao da estaca -F, dada pela (6.2.3), dirigida para cima, ao passo que o bloco se desloca 
para baixo. Logo, o trabalho realizado sobre o bloco e negativo, reduzindo sua energia cinetica 
do valor (6.2.2) ate zero. 

A (6.2.10) tambem ilustra o fato de que a expressao (6.2.9) para a energia total resultou do 
calculo de diferencas de energia entre dois pontos, que nao seriam alteradas acrescentando a 
(6.2.9) uma constante arbitraria, ou seja: a energia total e definida a menos de uma constante 
aditiva arbitraria, Isto tambem e obvio pelo proprio resultado. Com efeito, a altura z nas (6.2.8) 
e (6.2.9) e tomada em relacao a um nivel (z = 0) que pode ser escolhido arbitrariamente. Uma 
mudanga da origem das alturas equivale a acrescentar a energia potencial — e por conseguinte 
tambem a energia total — uma constante arbitraria. 
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6,3 — Trabalho de urna forca variavel 

Ate aqui consideramos somente o trabalho realizado por uma forca constante. Limitando- 
nos ainda, por enquanto, ao movimento unidimensional, consideremos agora o que acontece 
quando a forca varia a medida que a particula se desloca, ou seja, depende da posicao x 
ocupada pela particula: 

F = F(x)x (6.3.1) 
onde F(x) pode ser positivo ou negative Um exemplo e dado pela (5.2.1). 

Num deslocamento muito pequeno Ax, da particula em torno de uma posicao x„ tal que a 
forca permaneca praticamente constante, F(x) « F(x,), o trabalho realizado pela forga sobre a 
particula e 

AW^Ffx^Ax,- 

Para calcular o trabalho realizado num desloca- 
mento finite x 0 -> x Xr podemos decompo-lo em uma 
sucessao de deslocamentos muito pequenos Ax,, a 
cada um dos quais aplicamos a (6.3.2), passando 
depois ao limite em que Ax, -> 0: 



(6.3.2) 



lim > F(x )Ax, 

Ax. ->0*^ 



(6.3.3) 



onde a soma se estende de x 0 ate x\. Comparando a 
(6.3.3) com a (2.3.4), obtemos, finalmente 




Figura 6.1 1 Trabalho de uma forca variavel. 




(6.3.4) 



le representa, conforme vimos a pg. 29, a area compreendida entre o grafico de Fix) e o 
eixo Ox, na regiao que vai de x 0 ate xi. 



Aplicacao a lei de Hooke: Um sistema mecanico 
extremamente importante e constituido por uma 
particula de massa m presa a uma extremidade de uma 
mola cuja outra extremidade e fixa. A Fig. 6.12 (b) 
mostra a situacao de equilibrio (mola nem comprimida 
nem esticada), em que a forca F que atua sobre a 
particula se anula. Sejax o deslocamento da particula, 
medido a partir desta posigao de equilibrio. Verifica- 
se entao experimentalmente que, se |x| nao for exces- 
sivamente grande, a forca F exercida pela mola sobre 
a particula e dada pela (6.3.1), com (cf. (5.2.1)) 



(a) | 

(b) |^ 



— ► F = -kx>0 



-x-i < 0 
— • 



(c) 




r~ X- 



i>o 



F = -kx<0 



Figura 6.1 2 Lei de Hooke. 



F{x) = -kx 



(6.3.5) 



onde k e uma constante positiva, chamada constante da mola. 

As Figs. 6.2 (a) e (c) ilustram a origem do sinal (-) na (6.3.5): a forca Ftende a se opor ao 
deslocamento da particula, trazendo-a de volta a situacao de equilibrio, ou seja F > 0 para 
x < 0 [compressao da mola), e F < 0 para x > 0 {distensao da mola). Diz-se por isso que F e uma 
forca restauradora. A constante da mola k mede-se em N/m. 
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A lei de Hooke foi por ele enunciada em 1678 sob a forma de urn anagrama — o que era 
comum na epoca para garantir a prioridade do autor e ao mesmo tempo evitar que 
competidores levassem mais adiante sua ideias. O anagrama enunciado por Hooke foi 
"ceiiinosssttuv", que ele decifrou dois anos depois: "ut tensio, sic vis", o que significa, em 
latim, "como a deformacao, assim a forca", ou seja, a forca e proporcional a deformacao. 

Substituindo Fix) na (6.3.4) pela expressao (6.3.5), obtemos o trabalho realizado pela forga 
restauradora da mola sobre a partfcula ao passar de urn deslocamento x 0 da posicao de equilf- 
brio a um deslocamento x^ 



1 



dx 



(6.3.6) 




A interpretacao geometrica do segundo membro 
(pg. 29) e que representa a area sombreada na Fig. 
6.13, ou seja 



W 



ix Q + x^){x^-x 0 ) 



(a area de um trapezio semelhante foi calculada a pg. 
29). Obtemos assim 



Ftgura 6.1 3 Trabalho para a lei de Hooke. 



W 



( \ 2 1 2^ 
icf-i kXn 

2 1 2 0 



(6.3.7) 



ou seja, o trabalho realizado sobre a partfcula e negativo quando aumenta a deformacao da 
mola (|x!| > \x 0 \: pense no que isto significa em termos de possi'veis combinacoes de sinais de 
x Q e *i), e e positivo no caso contrario (|x t | < |x 0 |). Isto seria de se esperar, uma vez que, no 
primeiro caso, a forca restauradora da mola e em sentido oposto ao deslocamento, ao passo 
que no segundo tern o mesmo sentido que ele. 

Vamos ver agora que se pode estender a (6.2.10) ao caso de uma forca variavel. Para isto, 
vamos considerar o movimento da partfcula entre as posicoes x Q e x v que supomos serem 
atingidas nos instantes t 0 e t t , respectivamente. A equacao de movimento e dada pela 2? lei de 
Newton: 



F = ma = m 



dv_ 
dt 



(6.3.8) 



onde aev sao a aceleracao e velocidade instantaneas da partfcula, respectivamente. Se v e a 
velocidade da partfcula correspondente a um deslocamento infinitesimo dx, temos 



dx = vdt = —dt 
dt 



(6.3.9) 



que define o que se chama a diferencial de x. Para deslocamentos Ax suficientemente pequenos 
na (6.3.3), podemos confundir Ax com dx. Passando da (6.3.3) para a (6.3.4), isto mostra que a 
(6.3.4) tambem pode ser escrita 



mv — dt 
dt 



(6.3.10) 



onde 



x(t 0 ) = x 0 , x(t 1 ) = x 1 



(6.3.11) 



6.4 - CONSERVACAO DA ENERGIA MECANICA NO MOV1MENTO UNIDIMENSiONAL 



113 



Do ponto de vista fisico, a passagem da (6.3.4) a (6.3.10) corresponde a integrar o trabalho 
realizado ao longo do movimento, considerando a variacao das grandezas com o tempo, em 
lugar da posicao ao longo da trajetoria, o que e obviamente equivalente. Do ponto de vista 
matematico, a (6.3.10) se obtem da (6.3.4) por uma mudanca de variavel tomando tern lugar 
de x como variavel independents com o auxilio da (6.3.9). 

Podemos calcular imediatamente a (6.3.10), fazendo outra mudanca de variavel de 
integracao, que consiste em tomar a velocidade v como variavel independente, com (cf. (6.3.9)) 



, dv 
dv = — dt 
dt 

Sejam v(t 0 ) = v 0 , v(t t = v t 

as velocidades nas posicoes inicial e final respectivamente. A (6.3.10) fica entao 



(6.3.12) 
(6.3.13) 



mv dv 



(6.3.14) 



que e uma integral do mesmo tipo da (6.3.6), com k -> -m. O resultado e entao analogo a 
(6.3.7), com a mesma substituicao: 



W 



\ 



F(x)dx = -mv 1 2 --mv f j - T x -T 0 = AT 



1 
2 



(6.3.15) 



ou seja, o trabalho realizado por uma forga qualquer sobre uma particula e igual a variacao da 
energia cinetica da particula entre as posicoes inicial e final. Isto generaliza a (6.2.10) para o 
caso de uma forca qualquer, no movimento unidimensional. 



6.4 — Conservacao da energia mecanica no movimento unidimensional 

No movimento vertical de queda livre, com eixo Oz dirigido para cima, temos F = -mg, e 



W Z0 _> 21 = ~mg J dz = -mg(z 1 - z 0 ) = -{U^ -U 0 ) = 



-AU 



onde 



U(z) = mgz 



(6.4.1) 



(6.4.2) 



representa, como vimos na Sec. 6.2, a energia potencial de uma particula de massa m a altura 
z. Combinando a (6.4.1) com a (6.3.15), vem 



AT = -AU { A{T + U) = AE = 0 



(6.4.3) 



o que exprime a conservacao da energia mecanica total E = T+U dada, neste caso, pela (6.2.9). 



Por outro lado, no caso da particula presa a uma mola (pg. Ill), vimos que W ; 



dado pela (6.3.7), que tambem pode ser escrita de forma analoga a (6.4.1): 



onde 



U[x) = -kx 2 
2 



XQ -> X\ 



(6.4.4) 



(6.4.5) 
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deve entao ser interpretado como a energia potencial da particula para uma deformagao \x\ da 
mola (U tern o mesmo valor para deslocamentos x e -x da posigao de equilibrio). Note que 
aqui tambem poderiamos ter acrescentado a Uuma constante aditiva arbitraria sem alterar a 
(6.4.4), porque a constante se cancelaria ao tomar U{x^~U(x 0 i A (6.4.5) corresponde a escolher 
como nfvel zero de energia potencial a situagao em que a mola nao esta deformada (x = 0). 

Combinando as (6.3.15) e (6.4.4), obtemos novamente, neste caso, a conservacao da energia 
mecanica total da particula, dada por 



E = T + U(x) = -mv 2 +-kx' 
2 2 



(6.4.6) 



Esta lei de conservacao e conseqiiencia da existencia de uma funcao energia potencial 
U{x) que satisfaz a (6.4.4). Forcas como F = ~mg ou F = -kx para as quais isto acontece, ou seja, 
forgas sob a agao das quais existe uma fungao energia mecanica que se conserva durante o 
movimento da particula, chamam-se forcas conservativas. 

Para que isso acontega, e necessario, pelo (6.4.4), que o trabalho realizado pela forga entre 
x 0 e x 1 so dependa dos pontos inicial e final, pois deve representar a diferenca de energia 
potencial entre estes pontos. E facil ver que isto nao acontece quando a forga F, alem de 
depender da posicao x da particula, tambem depende da velocidade. Um exemplo seria a 
resistencia de atrito interno (5.2.10) (especializada ao caso unidimensional), que representa 
uma forga dissipativa (pg. 88). Neste caso W xo xx dependeria nao apenas de x 0 e x v mas 
tambem da velocidade com que o caminho dex 0 a x x e descrito (que dependeria da velocidade 
inicial). 

Suponhamos, por outro lado, que a forca exercida sobre uma particula na posicao x so 
dependa de x, como acontece com a forga gravitacional e a lei de Hooke. Se fixarmos % 
podemos dizer entao que 



X 

f 



<PU) = j F[u)du = W x ^ x 



(6.4.7) 



e uma funcao somente de x. Temos entao 



A 0 X 2 x 2 

<D(x 2 ) - 0(x t ) = J F(u)du + J F{u)du=j F(u)du = W x ^ Xi 



(6.4.8) 



( b 



onde usamos propriedades simples da integral 
com a (6.4.4), vemos que se pode tomar 



b c c 



. Comparando a (6.4.8) 



aba) 



A 

Uix) = -<i>(x) = -j F(u)du 



(6.4.9) 



como fungao energia potencial Note que U{x 0 ) = 0, de forma que a escolha arbitraria de x 0 
reflete a arbitrariedade na escolha do nivel zero de energia potencial (constante aditiva 
arbitraria na energia). Logo, num movimento unidimensional qualquer forga F que so dependa 
da posigao x da particula (e nao, por exemplo, de sua velocidade) e conservativa, e a (6.4.9) 
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define a energia potencial correspondents E facil ver (verifique!) que a (6.4.9) reproduz os 
resultados ja obtidos nos casos da forca gravitacional e da lei de Hooke. 

Vejamos agora de que forma a funcao <D(x) defmida pela (6.4.7) varia quando se passa de 
x a x + Ax, onde Ax e um incremento pequeno. 

Lembrando a interpretacao geometrica da integral, vemos que 

AO> - 0>(x + Ax) - O(x) 

representa na Fig. 6.14 a diferenca entre as areas de 
x 0 a x + Ax e de x 0 a x, ou seja, a area sombreada. Para 
Ax -» 0 (suficientemente pequeno), temos entao 

<D(x + Ax)-0>(x) = F(x)Ax (6.4.10) 
com erro tanto menor quanto menor for Ax. Dividindo 
ambos os membros por Ax, passando ao limite em que 
Ax -> 0 e lembrando a definicao (2.2.2) de derivada, 
obtemos finalmente 



(6.4.11) 




Figura 6.14 Incremento de area. 




que corresponde ao teorema fundamental do calculo integral: a derivada da integral (6.4.7) em 
relacao ao extremo superior e igual ao valor do integrando nesse extremo. Comparando a 
16.4.11) com a (6.4.7), vemos tambem que a integracao e a operacao inversa da derivacao, 
prrmitindo "inverter" a (6.4.11) para exprimir O em termos de F. 

As (6.4.9) e (6.4.11) dao 

(6.4.12) 

ou seja, menos a derivada da energia potencial em relacao a posigao e igual a forca. Este 
importante resultado nos mostra que, se conhecermos a energia potencial em funcao da 
posicao, podemos caltular a forca por simples derivacao. 

Podemos verificar facilmente este resultado nos casos da (6.2.8) e da (6.4.5): 




I U[z) = mgz => = -mg = F 



U[\) = ~kx 2 



dz 
dU 
dx 



= -kx = F 



(6.4.13) 



Como a derivada de uma constante e nula, vemos que a constante aditiva arbitraria na 
determinacao da energia potencial nao afeta o calculo da forca. Na (6.4.9), ela corresponde ao 
mip rhama de "constante de intearacao". 

^ ^ — " " - " *_H» J 

Podemos exprimir a condicao para que uma forca seja conservativa de forma equivalente 
a anterior notando que 



1 

^F(x)dx^W Xo ^ =U 0 -U, 



(6.4.14) 



implica 



A 0 A-, 

J F(x)dx = W x , _ Xfl = - J F(x)dx = U A -U C 



(6.4.15) 
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ou seja, somando membro a membro, 



*o->*i 



x 1 -»x 0 



= 0 



(6.4.16) 



ou seja, o trabalho total realizado numa "viagem de ida e volte" e nulo. E intuitivo que isso 
corresponde a uma forca que conserva a energia mecanica: se e preciso fornecer trabalho a 
particula na "ida", ele e integralmente devolvido na "volta". Isto e evidente na Exemplo 1 da 
pg. 109. 

No caso das forcas do atrito, e facil ver que a (6.4.16) nao pode ser satisfeita. Com efeito, 
quando se inverte o sentido do deslocamento, tambem se inverte o sentido da forca de atrito, 
de forma que W XQ ^ X1 e W xx ^ xo , para as forcas de atrito, tern o mesmo sinal e nao podem 
cancelar-se mutuamente. Em geral, o trabalho realizado pelas forcas de atrito e negative 
porque tendem a se opor ao deslocamento. Veremos mais tarde que isto corresponde a uma 
dissipacao da energia mecanica, que se converte em calor, o que justifica o nome de forgas 
dissipativas. 

Poderia parecer, a primeira vista, que a forca de atrito cinetico (5.2.5) satisfaz ao criterio 
de so depender da posicao, uma vez que n c e (aproximadamente) independente da velocidade, 
o que caracteriza uma forga conservativa (pg.114). Entretanto, mesmo que a magnitude da 
forca seja independente da velocidade, o seu sentido se inverte quando a velocidade se inverte. 
Assim, o vetor F a correspondente a (5.2.5) depende da velocidade, e a forca associada e de 
fato dissipativa. 



6.5 — Discussao qualitativa do movimento mi (dimensional sob a 
acao de forcas conservativas 

Consideremos uma particula de massa m que se move em uma dimensao, sob a acao de 
uma forca conservativa F(x) associada a energia potencial U{x). A partir do grafico de U{x), e 
possi'vel dar uma discussao qualitativa bastante detalhada dos aspectos mais importantes do 
movimento. aualauer aue seia a forma de IJ(x) fmpsmn pm rasnQ nnrio cpHu Hiffrii nhtor 

X 1 4 kJ - - T , ^ j \ m M.M. v » i-F w l_r w * * L/Vl XV* Ull 1V1> \J M LV1 ' 

solucoes explicitas). 
Pela (6.4.12), temos 



de modo que o grafico da forca se obtem do de U{x) por derivacao, o que leva a relacoes 
semelhantes as que foram discutidas a pg. 31 com respeito aos graficos de posicao, velocidade 
e aceleracao como funcoes do tempo. 

A Fig. 6.15 ilustra as correlates existentes entre os graficos de energia potencial e da 
forca. Pela (6.5.1), a forca e >0 (dirigida para a direita) nas regioes em que U{x) tern declividade 
(coeficiente angular de tangente a curva) negativa (entre x } e x 3 entre x 5 e x 7 ), e e < 0 onde U{x) 
e crescente (entre x 3 e x 5 ), ou seja, a forga aponta para a diregao em que a energia potencial 
decresce. A magnitude da forca e maior em do que em x 2 , ou seja, a magnitude da forga e 
maior nos pontos em que e mais abrupta a variagao da energia potencial {\AU\ e maior para o 
mesmo |Ax|). 

Pontos onde F{x) = 0 chamam-se pontos de equilibrio, e podem ser de varios tipos. Nesses 
pontos, o grafico de U{x) tern tangente horizontal. Em x 3 , U(x) passa por urn minimo. Como 
varia F(x) na vizinhanca de x 3 ? Se deslocarmos a particula urn pouco para a esquerda de x 3/ a 
forca resultante (p/ex., no ponto A do grafico de F[x), Fig. 6.15) e positiva, ou seja tende a 
fazer a particula voltar para x 3 . O mesmo se aplica a um deslocamento um pouco para a 



F(x) = -dU/dx 



(6.5.1) 
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direita de x 3 , quando a forca e negativa 
(ponto B do grafico). Dizemos por isso que 
x 3 e uma posicao de equilibrio estavei. 

No ponto x 5 , U[x) passa por um maxi- 
mo. Se afastarmos a parti'cula um pouco 
para a direita ou esquerda de x 3 , as forcas 
resultantes (pontos C e D do grafico de F(x)) 
tendem a afastar a parti'cula ainda mais de 
x 5 . Dizemos que x 5 e uma posicao de equi- 
librio instaveh qualquer desvio dessa posi- 
cao, por menor que seja, faz com que a par- 
ti'cula a abandone. 



Equilibrio 
instavel 




Equilibrio 
indiferente 



i*8 



X 5 X(, JC 7 X% 



■+-X 



Figura 6.1 5 Energia potencial e forca. 



No ponto x 8 , V[x) e constante e F(x) = 0 
na vizinhanca dex 8 . Se deslocarmos a parti'- 
cula em torno de x 8 nessa vizinhanga ela 
permanece na nova posicao: nao aparecem 
forcas restauradoras, nem forcas que ten- 
dam a afasta-la ainda mais. Dizemos que x 8 e uma posicao de equilibrio indiferente. 

Note que o grafico de F(x) na vizinhanca de uma posicao de equilibrio estavei como x 3/ e 
aproximadamente linear no deslocamento da posicao de equilibrio, ou seja, a forca restau- 
radora que entra em jogo obedece aproximadamente a lei de Hooke (compare a porcao AB do 
grafico acima com a Fig. da pg. 112). Logo, a lei de Hooke representa aproximadamente a lei 
de forcas na vizinhanga de qualquer posigao de equilibrio estavei, o que e uma das principals 
razoes de sua importancia. 

A magnitude \F\ da forca e maxima nos pontos de inflexao, como x 4 ou x 6 do grafico de U. 

Movimento a uma energia E dada: Consideremos agora o movimento de uma parti'cula 
de massa m, sob a acao da forga conservativa F(x), para um valor prefixado E da energia total 
da parti'cula. A conservagao da energia mecanica se escreve entao 



E = -mv +L7(x)= constante 
2 



(6.5.2) 



o que podemos resolver em relacao a v 2 : 



-mv 2 = E-U(x) 
2 



(6.5.3) 



Como o 1° membro da (6.5.3) e necessariamente > 0, o mesmo tern de valer para o 2.° 
membro, ou seja, o movimento com energia E so e possivel nas regioes de valores de x onde 



U{x)<E 



(6.5.4) 



que chamaremos de regioes acessiveis ao movimento com energia E. Regioes onde U{x) > E 
serao chamadas de inacessiveis ou proibidas. 

Assim, por exemplo, para uma parti'cula com massa m que parte do repouso no campo 
gravitacional da Terra a uma altura inicial z 0 , temos E = mgz 0 (cf. (6.2.1)), e a regiao acessivel 
para o movimento sob a agao do campo gravitacional e z < z 0 , ou seja, a parti'cula nao pode 
subir a uma altura maior do que a inicial. 

A (6.5.3) mostra que, nas regioes acessiveis, a velocidade de uma parti'cula de energia E 
ao passar pela posicao x so pode tomar dois valores: 
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v(x) = ±^j(2/m)[E-U(x)] 



(6.5.5) 



O duplo sinal corresponde aos dois sentidos possi'veis da velocidade. Assim, na queda 
livre, a parti'cula pode estar subindo ou descendo, e ja vimos que, para uma dada energia, as 
velocidades de subida ou descida, ao passar pela mesma altura, sao iguais e contrarias. 

A velocidade (6.5.5) troca de sinal ao passar por um ponto x onde v{x) = 0, ou seja 



U(x) = E 



(6.5.6) 



Pontos onde isto acontece sao chamados pontos de inversao ou pontos de retorno. As 
fronteiras das regioes proibidas, para uma dada energia, sao pontos de inversao do movimento 
a essa energia. 




Oxo 



X] Xj X2 X$ 



X$ X(, X-] X% Xt) X\o X] i X\2 X|3 



Figura 6.16 Movimento conservative unidimensional. 

Consideremos, por exemplo, o movimento sob a agao de forgas para as quais U{x) e dado 
pelo grafico acima, que podemos descrever pictoricamente como "dois pocos de potencial 
separados por uma barreira de potencial". Os pontos x x e x 8 sao posicoes de equilibrio estavel, 
e x 4 e uma posicao de equilibrio instavel. 

As linhas horizontais desenhadas no grafico correspondem a diferentes valores constantes 
da energia da partfcula (a escala vertical representa energia). Os pontos onde uma dada reta 
horizontal de energia E corta o grafico U{x) sao pontos de inversao para essa energia. A 
distancia vertical entre essa reta e o grafico U num ponto x, E -U{x), e proporcional, pela 
(6.5.3), ao quadrado da velocidade de uma parti'cula de energia E no ponto x: quanto maior, 
mais rapidamente a parti'cula esta passando por esse ponto (na Fig. 6.16, esta distancia esta 
marcada no ponto xj. 

O movimento so e possi'vel para energias E > E 0 . Para uma energia E compreendida 
entre E Q e E v o movimento so e possi'vel no poco de potencial da direita. Para E - E\, alem da 
posicao de equilibrio estavel x lr a regiao acessi'vel ao movimento e x 7 < x < x 9 ; dizemos que o 
movimento e limitado. A forga F e > 0 entre x 7 e x 8 e < 0 entre x 8 e x 9 . No ponto de inversao x 7 , 
a forca acelera a parti'cula para a direita, para onde ela se move com velocidade crescente, 
que se torna maxima em x 8 ; a partir dai, ela vai sendo freiada ate parar instantaneamente no 
ponto de inversao x 9 . A forca para a esquerda em x 9 traz a parti'cula de volta, refazendo o 
percurso ate x 7 com velocidades negativas (sinal - na (6.5.5)). Chegando a x 7 , o ciclo recomeca. 
O movimento limitado e portanto uma oscilacao periodica entre os dois pontos de inversao. A 
energia cinetica e maxima em x 8 . 
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Para E entre £ t e E 3 , ha dois movimentos oscilatorios possi'veis, um em cada poco de 
potencial. Assim para E = E 2 , a particula pode oscilar entre os pontes de inversao x 0 e x 2 , ou 
entre x 6 e x 10 . 

Supomos que E = E 3 , e uma assi'ntota horizontal a esquerda do grafico de U{x). Assim, a 
essa energia, alem de oscilacao entre x 5 e x n , no poco da direita, a regiao acessi'vel ao 
movimento a esquerda se estende de - °° ate x 3 , ou seja, nessa regiao, o movimento e ilimitado. 
Assim, se a particula partir dex 3 , ela sera acelerada para a esquerda atex t (velocidade maxima), 
continuando depois, com velocidade decrescente, ate -«>. Temos um comportamento analogo 
ate atingir a energia E 4 correspondente a posicao de equilibrio instavel x 4 . 

Para uma energia E 5 entre £ 4 e E 6 , nao ha mais movimento oscilatorio possi'vel: o 
movimento e ilimitado a esquerda e limitado a direita pelo ponto de inversao x 13 . 

Finalmente, acima da energia E 6 , assi'ntota horizontal a direita do grafico U{x), o movi- 
mento e ilimitado em ambos os sentidos: a particula se desloca de - *» a + °° (ou vice-versa). 

Embora o grafico de L/(x) se assemelhe a uma "montanha russa", o uso de expressoes 
como "poco" ou "barreira" nao deve fazer esquecer que se trata de um movimento unidimen- 
sional, e que a escala vertical no grafico da pg. 118 representa energia, e nao altura. 

Exemplo: 0 potencial de Lennard-Jones: Consideremos a interacao entre dois atomos 
que podem formar uma molecula diatomica, admitindo que seus centros se possam deslocar 
apenas ao longo de um reta, afim de tornar o problema unidimensional. A forca entre eles 
tern o aspecto mostrado na Fig. 5.3, onde vamos tomar x = r 12 (distancia interatomica); note 
que isto restringe x a tomar apenas valores > 0. 

Como esta forca depende apenas de x, ela e conservativa, de modo que podemos 
representa-la em termos de uma energia potencial U{x), para a qual Lennard- Jones propos a 
forma 



U{x) = D 



V 


12 


-2 


V 











(6.5.7) 



dependente de dois parametros positivos: a (com dimensoes de distancia) e D (com dimensoes 
de energia). 

Lembrando que 



d (x" n ) = -nx- {n+1) 



dx 



(6.5.8) 



resultando que supomos conhecido do curso de Calculo, as (6.5.1) e (6.5.7) dao a forca 
correspondente: 



F(x) = 12— 
a 



r a) 

K X J 



(6.5.9) 



Note que F = 0 para x = a, que corresponde portanto ao valor r 0 na Fig. 5.3, e representa 
a distancia de equilibrio ("raio" da molecula diatomica). 0 2° termo da (6.5.9) corresponde as 
forcas atrativas de Van der Waals, que caem como 1/x 7 ; o 1.° termo, em 1/x 13 , representa as 
forcas repulsivas, que dominam a curtas distancias. 

0 andamento de U{x) esta representado na Fig. 6.17; x = a e a posicao de equilibrio 
(estavel). A (6.5.7) mostra que 

U{a) = -D (6.5.10) 
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correspondendo ao mi'nimo da energia potencial. 0 
valor negativo e devido a escolha do m'vel zero da 
energia potencial, que na (6.5.7) corresponde a x -» °°, 
ou seja, a situacao em que os atomos se afastam 
indefinidamente um do outro. 

Para uma energia total pouco acima do mi'nimo, 
como E na figura, temos pequenas oscilacoes em torno 
da posigao de equilibrio, o que corresponde as vibra- 
goes da molecula diatomica. A amplitude das vibra- 
coes aumenta a medida que a energia aumenta, mas 
o movimento permanece limitado enquanto E < 0. Por 
outro lado, para E > 0, o movimento e ilimitado: os 
Rgura6.17 Potencial de Lennard-Jones. atomos se afastam indefinidamente, o que signifies 

que a molecula se dissocia. Partindo da situacao de 
equilibrio da molecula, e preciso fornecer-lhe uma energia minima 0 - (- D) = D para que isto 
aconteca. Vemos portanto que Dea energia de dissociacao da molecula. 

Os principals aspectos qualitativos da discussao acima sao preservados na mecanica 
quantica. Entretanto, a molecula diatomica so pode ser tratada quantitativamente de forma 
correta pela teoria quantica. 




6.6 — Aplicacao ao oscilador harmonico 

Para uma parti'cula de massa m presa a extremidade livre de uma mola de constante k 

(Fig. 6.12), ja vimos que a energia potencial 
correspondente a lei de Hooke e dada pela (6.4.5): 




Figura 6.18 Energia potencial do oscilador 
harmonico. 

ma-se amplitude da oscilacao. 



U(x) = -kx 2 
2 



(6.6.1) 



O rrrafim Hp T ffvl p uma narahnla Hp Mortiro no 

origem (Fig. 6.18). Para uma dada energia E, a 
parti'cula oscila entre os pontos de inversao x-±A, 
onde 



E = ^kA 2 =U{±A) 



(6.6.2) 



0 maximo deslocamento |x| - A da parti'cula cha- 



Substituindo as (6.6.1) e (6.6.2) na (6.5.5), durante a parte da oscilagao em que a velocidade 
e positiva, por exemplo, obtemos 



v = ~= |(2 /m) 
dt 



~kA 2 --kx 2 



= 4k7miA z -x 2 



J 



(6.6.3) 



o que tambem podemos escrever como uma relagao entre as diferenciais (cf. pg. 112) dt e dx: 



4k7mdt 



dx 



(6.6.4) 



x 
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Se a particula se desloca de uma posicao initial x 0 para t = 0 ate a posicao x no instante t, 
obtemos, integrando os dois membros da (6.6.4) ao longo do movimento entre esses dois 
extremos, 



4k/mjdt' = 4k/mt = j- 

0 x n * 



dx' 



A 2 -x' 2 



(6.6.5) 



onde chamamos as variaveis de integracao de f e x! para evitar confusao com os extremos 
superiores das integrais. 

A ultima integral da (6.6.5) pode ser calculada pela seguinte mudanca de variavel (cf. pg. 

113): 



x f - A sen <p' < 



4a 2 -x' 2 =A h~ sen V 
= Acos<p' 



dx' 



7 = Acos(p' { dx' = Acoscp'dcp' 



(6.6.6) 



(6.6.7) 



onde supomos conhecida do curso de Calculo a formula de derivacao do seno. Sejam q> e % 
os valores de q/ correspondentes aos extremos da integral: 



As (6.6.6) a (6.6.8) dao 



x = A sen <p, x 0 = A sen <p 0 



f , dx " ]A£2^fW = f d <p' = <p- 

i Va 2 - x' 2 J Acos< c' „ J 

^0 t0 TO 

Substituindo na (6.6.5), vem 

(p - (p 0 = 4k I m t | <p = 4k/ m t + <p 0 



(6.6.8) 



(6.6.9) 



(6.6.10) 



Levando este valor de <p na primeira (6.6.8), obtemos finalmente a lei horaria do movimento: 



x = A sen (cot + % ) 



onde 



CO 



= 4kl 



m 



(6.6.11) 



(6.6.12) 



Como o seno e uma funcao periodica de periodo 2k, a (6.6.11) da o periodo x de oscilagao: 

x = 2n/(s) = 2n4m/k ' (6.6.13) 



Vemos que a relacao entre x e co e a mesma que existe entre periodo e frequencia angular 
no movimento circular uniforme (cf. (3.7.10)), de forma que w e tambem chamado de frequencia 
angular neste caso. Veremos mais tarde que se pode de fato estabelecer uma relacao entre o 
movimento circular uniforme e o movimento oscilatorio (6.6.11), que se chama oscilagao 
harmonica simples, 

A particula de massa m que descreve este movimento chama-se um oscilador harmonico 
simples, e constitui um dos sistemas dinamicos fundamentais da fisica. 0 argumento (p da 
(6.6.11), que e dado pela (6.6.10), chama-se fase do movimento no instante t; (p 0 e a fase initial. 
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A (6.6.12) mostra que a frequencia de oscilacao e tanto maior quanto mais "dura" a mola 
(ou seja, quanto maior for k) e quanto menor for a massa m da parti'cula, conforme seria de 
esperar. 

A velocidade instantanea da parti'cula se obtem da (6.6.11) derivando em relacao ao tempo: 



v = 



dx 
dt 



= coA cos(cot + (p 0 ) 



(6.6.14) 



e a aceleracao se obtem derivando mais uma vez: 

d 2 x 

a - — - = -co 2 A sen (cot + cp 0 ) 



Comparando com a (6.6.11), vemos que 



(6.6.15) 



que pela (6.6.12), equivale a 




Eiiergia iinetici T 

Enfergia pbtencidl U 




■ 



- mA 



o : 



Figura 6.19 Graficos de posicao, velocidade 
e eiiergia para o oscilador harmonico. 



d 2 x 



df 



- -co X 



(6.6.16) 



d x 
~d? 



= ma = -kx = F{x) 



(6.6.17) 



ou seja, a 2. a lei de Newton para o movimento da 
parti'cula. 

A amplitude A e a fase inicial <p 0 na (6.6.11) foram 
determinados a partir da energia total (6.6.2) e da 
posicao inicial x 0 na (6.6.8). Entretanto, tambem po- 
demos determina-los a partir das condigdes iniciais 
usuais, ou seja, posigao e velocidade iniciais (cf. pg. 
33). Com efeito, as (6.6.11) e (6.6.14) dao 



(6.6.18) 



x(0) = x Q = A sen <p 0 
v(0) = v 0 = coA cos (p 0 

Resolvendo em relagao a sen <p 0 e cos (p 0 e usando 
a relagao sen 2 (p 0 + cos 2 (p 0 = 1, obtemos o valor de A: 



A 



(6.6.19) 



x 0 2 + (v 2 /co 2 ) 

Substituindo este valor nas (6.6.18), podemos 
obter sen cp 0 e cos cp 0 e, por conseguinte cp 0 . A (6.6.11) 
representa entao a solucao da equacao diferencial de 
movimento (6.6.16) que satisfaz as condicoes iniciais 
dadas. 

A Fig. 6.19 mostra a evolucao temporal de x da- 
do pela (6.6.11), vdado pela (6.6.14), energia potencial 
U - V 2 kx 2 e energia cinetica T = V 2 mv 2 durante urn 
pen'odo de oscilagao; tomamos (p 0 = 0; tomar (p 0 ^ 0 
seria equivalente a deslocar a origem dos tempos. 0 
aspecto do sistema particula-mola a intervalos de 1/4 
de pen'odo e mostrado na figura. Para t = 0, a mola 
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esta na posicao de equih'brio e a partlcula se move para a direita com velocidade maxima. 

A energia e puramente cinetica. Para t = x/4, a distensao da mola e maxima e a velocidade 
nula (energia puramente potencial). Para t = x/2, a parti'cula volta a passar peia posicao de 
equih'brio com velocidade oposta. Para t = 3x/4, a compressao da mola e maxima, e em t = x 
voltamos a situacao inicial. A energia total E mantem-se constante, oscilando entre a forma 
cinetica e a forma potencial. 

PROBLEMAS DO CAPITULO 6 

1. Resolva o problema 8 do Capi'tulo 4 a partir da conservacao de energia. 



No sistema da figura, M = 3 kg, m = 1 kg e d = 
2 m. O suporte S e retirado num dado instante. 
(a) Usando conservacao de energia, ache com que 
velocidade M chega ao chao. (b) Verifique o 
resultado, calculando a aceleracao do sistema 
pelas leis de Newton. 



//////////// 



r 



M 



d 



m 



777777777777777777777777777 



Uma parti'cula de massa m = 1 kg, lancada sobre urn trilho retilineo com velocidade de 3 
m/s, esta sujeita a uma forca F(x) = -a-bx, onde a = 4N, b = 1 N/m exeo deslocamento, 
em m, a partir da posigao inicial. (a) Em que pontos do trilho a velocidade da parti'cula se 
anula? (b) Faca o grafico da velocidade da parti'cula entre esses pontos. (c) A que tipo de 
lei de forcas corresponde F{x)? 

No sistema da figura, onde as polias e os fios tern 
massa ripsnrezi'vfil. m< = 1 ka e rrto = 2 ka. fa) O 

l - 1 y_J C_ <■ ' 

sistema e solto com velocidade inicial nula 
quando as distancias ao teto sao \\ e J 2 . Usando 
conservacao da energia, calcule as velocidades 
de m-! e m 2 depois que m 2 desceu uma distancia 
x 2 . (b) Calcule a partir dai as aceleracoes a x e a 2 
das duas massas. (c) Verifique os resultados 
usando as leis de Newton. 




5. Um garoto quer atirar um pedregulho de massa igual a 50g num passarinho pousado 
num galho 5 m a sua frente e 2 m acima do seu braco. Para isso, utiliza um estilingue em 
que cada elastico se estica de 1 cm para uma forca aplicada de 1 N. O garoto aponta 
numa direcao a 30° da horizontal. De que distancia deve puxar os elasticos para acertar 
no passarinho? 

6. Uma balanca de mola e calibrada de tal forma que o prato desce de 1 cm quando uma 
massa de 0,5 kg esta em equih'brio sobre ele. Uma bola de 0,5 kg de massa fresca de pao, 
guardada numa prateleira lm acima do prato da balanca, escorrega da prateleira e cai 
sobre ele. Nao levando em conta as massas do prato e da mola, de quanto desce o prato 
da balanca? 
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7. Uma particula de massa igual 2 kg desloca-se ao 
Jongo de uma reta. Entre x = 0 e x - 7 m, ela esta 
sujeita a forca F{x) representada no grafico. 
Calcule a velocidade da particula depois de per- 
correr 2, 3, 4, 6 e 7m, sabendo que sua velocidade 
para x = 0 e de 3 m/s. 



8. Uma particula move-se ao longo da direcao x sob o efeito de uma forca F[x) --kx + Kx 2 , 
onde k = 200 N/m e K = 300 N/m 2 . (a) Calcule a energia potencial U{x) da particula, tomando 
U{0) = 0 , e faca um grafico de U{x) para - 0,5m <x < 1m. (b) Ache as posicoes de equilibrio 
da particula e discuta sua estabilidade. (c) Para que dominio de valores de x e da energia 
total E a particula pode ter um movimento oscilatorio? (d) Discuta qualitativamente a 
natureza do movimento da particula nas demais regioes do eixo dos x. 

X 

Dado: jV n dx' = x n+1 /(n + l) 
o 

9. Um sistema formado por duas laminas delgadas 
de mesma massa m, presas por uma mola de 
constante elastica k e massa desprezivel, encon- 
tra-se sobre uma mesa horizontal (veja a Fig.), 
(a) De que distancia a mola esta comprimida na 
posicao de equilibrio? (b) Comprime-se a lamina 
superior, abaixando-a de uma distancia adicional 
x a partir da posigao de equilibrio. De que distancia ela subira acima da posicao de 
equilibrio, supondo que a lamina inferior permaneca em contato com a mesa? (c) Qual e 
o valor minimo de x no item (b) para que a lamina inferior salte da mesa? 

10. Um cabo uniforme, de massa M e comprimento L, esta inicialmente equilibrado sobre 
uma pequena polia de massa desprezivel, com a metade do cabo pendente de cada lado 
da polia. Devido a um pequeno desequilibrio 'o cabo comeca a deslizar para uma de suas 
extremidades, com atrito desprezivel. Com que velocidade o cabo esta-se movendo quando 
a sua outra extremidade deixa a polia? 

11. Uma particula de massa m move-se em uma 
dimensao com energia potencial U{x) represen- 
tada pela curva da Fig. (as beiradas abruptas sao 
idealizacoes de um potencial rapidamente va- 
riavel). Inicialmente, a particula esta dentro do 
"poco de potencial" (regiao entre x 1 e x 2 ) com 
energia E tal que V 0 <E < V v Mostre que o mo- 
vimento subseqiiente sera periodico e calcule o 
periodo. 
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12. Urn carrinho desliza do alto de uma montanha 
russa de 5 m de altura, com atrito desprezi'vel. 
Chegando ao ponto A, no sope da montanha, ele 
e freiado pelo terreno AB coberto de areia (veja 
a Fig.), parando em 1,25 s. Qual e o coeficiente 
de atrito cinetico entre o carrinho e a areia? 



13. Um bloco de massa m = 5 kg, deslizando sobre 
uma mesa horizontal, com coeficientes de atrito 
cinetico e estatico 0,5 e 0,6, respectivamente, 
colide com uma mola de massa desprezi'vel, de 
constante de mola k - 250 N/m, inicialmente na 
posicao relaxada (veja Fig.). O bloco atinge a mola 
com velocidade de 1 m/s. (a) Qual e a deformacao 
maxima da mola? (b) Que acontece depois que a 
mola atinge sua deformacao maxima? (c) Que fracao da energia inicial e dissipada pelo 
atrito nesse processo? 

14. Um pendulo e afastado da vertical de um angulo de 60° e solto em repouso. Para que 
angulo com a vertical sua velocidade sera a metade da velocidade maxima atingida pelo 
pendulo? 
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CONSERVACAO DA EN ERG 1 A 
NO MOVIMENTO GERAL 



7.1 — Trabalho de uma forca constante de direcao qualquer 

No capi'tulo precedente, consideramos quase exclusivamente trabalho e energia num 
movimento unidimensional. Queremos agora estender os resultados ao movimento em duas 
ou tres dimensoes. 

Para isto, vamos comecar estendendo o conceito de trabalho a situacoes em que a direcao 
da forca nao coincide com a direcao do deslocamento da particula. 

Consideremos novamente o problema de urn 
bloco de massa m arrastado ao longo de um piano 
por uma forca constante F, inclinada de um angulo 9 
em relacao ao piano (pg. 89 e Fig. 7.1), mas vamos 
supor que o atrito e desprezivel (F a = 0). A (5.3.1) 
permanece valida, mas a (5.3.3) e substituida por 

Fcos6 = ma (7.1.1) 
onde aea aceleracao ao longo do piano. 

Para um deslocamento 1 ao longo do piano, a 




Figura 7.1 Bloco sujeito a forca constante. 
variacao de velocidade do bloco obedece a 



v 1 2 -vg=2ai = — FcosSI 



m 



onde 



Logo 



W = ±mvt-±mv 2 0 =T a 



T n = Fcos0i 



(7.1.2) 



deve corresponder ao trabalho realizado pela forca F no deslocamento 1, pois representa a 
variacao de energia cinetica do bloco (portanto, da capacidade do bloco de realizar trabalho). 
A (7.1.2) tambem pode ser escrita 

W = F„1 (7.1.3) 

onde ¥„ = F cos 9 e a componente da forga F na direcao paralela ao deslocamento (Fig.l 
Vemos assim que a componente perpendicular F lf bem como as demais forcas mg e N, que 
atuam em direcao perpendicular a do deslocamento, nao contribuem ao trabalho realizado: 
uma forga perpendicular ao deslocamento nao realiza trabalho. 
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O trabalho realizado pela forca F e positivo se 0 
for urn angulo agudo (0 < 0 < rc/2), e negative* se 0 se 
for obtuso {n/2 < 0 < 7t). 

Digressao sobre produto escalar: Chama-se produto 
escalar de dois vetores aeb,e indica-se pela notacao 
a • b, a grandeza escalar 

a b = abcos0 = b a (7.1.4) 



a/ \ 













Figura 7.2 Produto escalar. 



a = 



b= b 



onde 
(7.1.5) 

e 0 e o angulo entre os dois vetores (0 < 0 < %). Decorre imediatamente da definicao que o 
produto escalar goza das propriedades usuais do produto. 

Em particular 







2 2 


a a = a 2 = 


a 


-a 



(7.1.6) 

e o quadrado do modulo do vetor a (0 = 0 neste caso). 

(7.1.7) 



a b = 0 



a 




Figura 73 Vetores ortogonais. 



para a*0,b*0, quando e somente quandp (Fig. 7.3) 
os vetores a e b sao ortogonais (perpendiculares en- 
tre si). 

Assim se i, j e k sao vetores unitarios nas direcoes 
x, y e z, respectivamente, de um sistema de coorde- 
nadas cartesianas no espaco (Fig. 7.4), temos 



i 2 = j 2 =k 2 = l 
i j = j k = k i = 0 



(7.1.8) 




Figura 7.4 Coordenadas cartesianas. 



o que exprime o fato de os vetores serem unitarios 
("normalizados a 1") e ortogonais entre si; diz-se que 
formam um conjunto ortonormal de vetores. 

A (7.1.4) tambem pode ser escrita 

a-b = a„b = b|, a (7.1.9) 

onde ay e a projecao de a sobre a direcao de b (Fig. 7.2) e by a projecao de b sobre a direcao de 
a. Em particular, lembrando que as componentes cartesianas de um vetor representam as 
suas projecoes sobre os eixos, temos, para 

a = a x i + a y j + a z k (7.1.10) 

que as componentes sao dadas por 
a x =a i; a y =a j; a z =a k (7.1.11) 

o que tambem se obtem tomando o produto escalar 
da (7.1.10) por i, j e k, sucessivamente, e levando em 
conta as (7.1.8). 

A Fig. 7.5 mostra como aplicar a (7.1.9) para 
demonstrar a propriedade distributiva do produto Kg" 1 * 3 7 5 Propriedade distributiva. 
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escalar em relacao a soma de vetores 

a-(b + c)~a(b + c)|, = afb,, +c M ) = a b + a c 
Dai decorrem por exemplo, propriedades como 

(a + b) (a-b) = a 2 -b 2 



(7.1.12) 



X a + 


b ^ ^ 


\ L 


*► 

a - b 



Figura 7.6 Soma de vetores perpencidula- 
res a diferenca. 



(7.1.13) 

Sabemos (pg. 43) que a + b e a - b correspondent 
as duas diagonals do paralelogramo construi'do sobre 
a e b. A (7.1.13) mostra que essas diagonals sao 
perpendiculares quando e somente quando (Fig. 7.6) 
o para-lelogramo e um losango (a = b). 

A expressao do produto escalar em termos das 
componentes cartesianas de a e b se obtem combi- 
nando as (7.1.8) e (7.1.12). Sejam 



a = a x i + a y j + a z k; b = b x i + b y j + b z k 



Temos entao 



a • b = a x b x (i ■ i) + a x b y (i • j) + a x b z {\ ■ k) + , 

=1 =0 =(W 



(7.1.14) 



o que leva a 



a • b = a x b x + a y b y + a z b z 



Em particular 



2 _ 2 2 2 

a — 3 X + a y + a z 



(7.1.15) 



(7.1.16) 



Pela sua defmicao (7.1.4), o produto escalar tern um significado geometrico, independente 
da escolha do referencial. Assim, se escolhermos outro sistema de coordenadas cartesianas 



j. s.j .j _/\ 



/\ tit it i *\ 



uri.uy unais \a , y , z ) em que us veiurtss a e o lem cornponenies ya xr a y , a z ) e \o x , D y , o z ) , o proauto 
escalar nao se altera, ou seja, devemos ter 



a' x b x +a y by + a z b' z = a x b x +a y b y +a z b z 




A (7.1.2) pode agora ser escrita 



W = ¥ 1 



(7.1.17) 



(7.1.18) 



ou seja, o trabaJho realizado por uma forga F constante 
sobre uma particula que sofre um deslocamento 1 e 



Figura 7.7 Forca e deslocamento quaisquer. 71 , , , . ^ , 

5 (Fig. 7.7) o produto escalar de F por 1. 



7.2 — Trabalho de uma forca no caso geral 

Consideremos agora uma particula que se move de um ponto P\ a um ponto P 2 sobre um 
arco de curva C qualquer, orientado no sentido de P^ para P 2 , sob a acao de uma forca F que 
pode variar em magnitude, direcao e sentido de ponto a ponto da curva C. Podemos definir o 
trabalho realizado no deslocamento de Pi a P 2 ao longo da curva C de forma analoga a da pg. 
Ill, aproximando o arco de curva C por uma linha poligonal inscrita cujo numero de lados 
aumenta indefinidamente. Se os extremos P, e P y+1 do i-esimo arco parcial em que C fica 
subdividido forem suficientemente proximos entre si, F ~ F, (constante) sobre esse arco, e 
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podemos aproxima-lo pela corda PjP J+ x = Al„ de modo 
que o trabalho correspondente a este arco sera 



(7.2.1) 



e o trabalho total de P t a P 2 ao longo de C e obtido 
somando sobre todos os segmentos da poligonal e 
fazendo AJ, -> 0: 



(7.2.2) 





1 

F, 


i 

C » 

6 ^^^^ 

Pi 


P 2 












Figura 7.8 Integral de linha. 



O limite na (7.2.2) define a integral de linha de F • dl de P t ate P 2 ao longo da curva C 0 
deslocamento infinitesimal dl ao longo de C tern por componentes os deslocamentos 
infinitesimais correspondentes (projegoes) sobre os eixos: 



dl - dxi + dyj + dzk 

de forma que (cf. (7.1.15)) 

F dl = F x dx + F y dy +*F z dz 
e a integral curvilinea (7.2.2) se reduz a soma de tres integrals ao longo dos eixos: 



(7.2.3) 
(7.2.4) 



p 2 



F z dz 



(7.2.5) 



Jf dl- jF x dx + ^F y dy + j 
p, A Pi p i 

(C) (C) (C) (C) 

Na primeira dessas integrals, y e z sao funcoes de x definidas pela condicao de que o 
ponto P(x, y, z) pertence a curva C; analogamente, na segunda, xez podem ser considerados 
como funcoes de y, e na terceira x e y sao funcoes de z. 

Podemos agora generalizar a (6.3.15) por urn procedimento analogo ao da pg. 112 aplicado 
a cada componente da 2? lei de Newton: 



^ , , dv x dx , A dv x , 

R dx = ma v dx = m — ~ ■ —dt = mv v — dt = mv v dv % 



dt dt 



x dt 



(7.2.6) 



P 2 P2 11 

ouseja, §F x dx = mjv x dv x =-mvl ( --mvl c (7.2.7) 

A Pi 

(C) (C) 

onde v t e v 2 sao as velocidades da particula nos pontos ?! e P 2 , respectivamente. Somando as 
relacoes analogas para as outras componentes da (7.2.5), vem 

p 2 

f 1 1 

I F ■ dl = - m{ + y\ + v| z ) - - m( + v 2 y + v t 2 z ) 
J <L * „ — > d. „ ' 

p i vl v? 

(C) 

ou seja, pela (7.2.2), 
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W (C) 



r 2 

■J 



F-d\ = ±mv 2 2 -~mv* = T 2 -T 1 = AT 



(Q 



(7.2.8) 



que generaliza a (6.3.15) ao caso tridimensional: o trabalho realizado sobre uma parti'cula e 
igual a variacao da energia cinetica da partkula entre as posicoes inicial e final 

Se uma parti'cula se move num movimento circular uniforme, sua energia cinetica nao 
varia, de modo que o trabalho realizado ao longo de qualquer arco do tirculo-trajetoria tern 
de ser nulo, o que so e possi'vel se a forca aplicada a parti'cula e sempre perpendicular ao seu 
deslocamento infmitesimo a cada instante (ou seja, perpendicular a velocidade v). Sabemos 
que isto realmente acontece: o movimento circular uniforme e mantido por forcas centripetas, 
com F 1 v. Urn exemplo e a forca de Lorentz magnetica (pg. 95), que e sempre perpendicular 
a velocidade da parti'cula, e por conseguinte nao realiza trabalho sobre ela; no ci'clotron (pg. 
98), as variagoes de energia cinetica dos ions acelerados sao produzidas pelo campo eletrico 
no intervalo entre os "D"'s. 



7.3 — Forcas conservativas 

Consideremos uma parti'cula de massa m em movimento na vizinhanca da superficie 
terrestre. Adotando um sistema de coordenadas carteslarias com eixo Oz dirigido verticalmente 
para cima, as componentes da forca gravitacional sao: 

F x =F y =0; F z =-mg (7.3.1) 

A (7.2.5) fica entao: 

P 2 z 2 

j F dl = -mg J dz = ~mg{z 2 - z t ) (7.3.2) 

(C) 



ou seja 




(7.3.3) 



onde 



U{P) = U(x,y,z) = mgz = U[z) 



(7.3.4) 



para um ponto P de coordenadas (x, y, z). 

Logo, no campo gravitacional uniforme g, o trabalho realizado no deslocamento entre 
dois pontos quaisquer e independente do caminho que liga esses dois pontos: so depende dos 
extremos, e representa a diferenga de energia potencial entre eles. A energia potencial num 
ponto P so depende da altura desse ponto, e e dada pela mesma expressao (7.3.4) ja vista 
anteriormente. 

A independencia do caminho para o trabalho da forga gravitacional ja foi verificada em 
varios exemplos na Sec. 6.1. Assim, para dois pontos P A e P 2 separados por uma diferenca de 
altura h, o trabalho e o mesmo ao longo do piano inclinado (Q) (Fig. 7.9), do arco de ci'rculo 
(C 2 ) (pendulo), do caminho (C 3 ) (queda livre vertical de P x a P 0 seguida do deslocamento hori- 
zontal P 0 P 2 ) ou de qualquer outro caminho (C 0 ). 
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J 












h 




\ X(c.) ) 






t \(Q 1 




t 









Figura 7.9 Independencia do caminho. 



Quando a parti'cula desce ao longo do piano 
inclinado ou pelo pendulo, a forca gravitacional nao 
e a unica a atuar sobre ela. Atua tambem num caso a 
reacao de contato N do piano, e no outro a tensao T 
do fio. Entretanto, na ausencia de atrito, tanto N como 
T sao normais a trajetoria da particula e nao realizam 
trabalho. Ambas estas forcas sao exemplos de reagoes 
de vinculos: o piano inclinado vincula a particula a 
permanecer sobre ele, o fio do pendulo obriga-a a ficar 
a uma distancia fixa do ponto de suspensao. E um 
fato geral que as reagoes de vinculos fixos, sem atrito, 
nao realizam trabalho (sao sempre normais aos deslocamento), de forma que podemos ignora- 
las no calculo do trabalho. 

Dizemos que uma forga F e conservativa quando tern a propriedade (7.3.3), ou seja, quando 
o trabalho por ela realizado entre dois pontos e independente do caminho. Neste caso, ele 
depende so dos extremos e representa a diferenca de energia potencial entre eles. Combinando 
as (7.2.8) e (7.3.3), obtem-se a conservagao da energia mecanica total E=T+U: 

AE = AT + AU = 0 (7.3.5) 

o que justifica o nome de forga conservativa. Como vimos, a energia potencial e definida a 
menos de uma constante aditiva arbitraria, correspondente a escolha do nivel zero de energia. 
A independencia do caminho da (7.3.3) leva a seguinte expressao geral da energia potencial 
num ponto P: 



(7.3.6) 



ou seja, uma vez escolhido o ponto P 0 correspondente ao nivel zero de energia potencial, a 
energia potencial e igual a menos o trabalho realizado sobre a particula pela forga F ao traze-la 
desde o nivel zero de energia potencial ate o ponto P (ao longo de qualquer caminho C, uma 
vez que nao depende de Q. E facil verificar este resultado no caso gravitacional (cf. (7.3.4)). 

Vamos mostrar agora que se pode enunciar o criterio para que uma forca seja conservativa 
sob outra forma equivalents que corresponde a generalizacao da (6.4.16) ao caso tridimen- 
sional. Para isto, vamos usar a seguinte propriedade das integrals curvih'neas: 




r 2 ri 

fFdl = -J 



F dl 



(7.3.7) 



(C) 



ou seja, a integral muda de sinal quando percorremos o caminho de integracao em sentido 
inverso (em cada trecho infinitesimal, dl -> - dl). 

Consideremos agora uma forca F conservativa e sejam Q e C 2 dois caminhos diferentes 
ligando P t a P 2 (Fig. 7.10 (a)). Pela (7.3.3), temos 




(7.3.8) 
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(a) 


P 2 0>) 

^- — — 






C 









Aplicando a (7.3.7) a integral ao longo de Q, a 
(7.3.8) leva a 



p 2 p, 

Jf dl + Jf dl = 0 



(7.3.9) 



Pi 
(c 2 



p 2 

(C,) 



Figura7.10 Caminho fechado. 
caminho fechado C da Fig. 7.10 (b). Logo, a (7.3.8) implica 



Mas percorrer o caminho C 2 de ?! a P 2 e depois 
voltar de P 2 a P^ ao longo de C t equivale a descrever o 




(7.3.10) 



onde introduzimos a notacao para uma integral curvilmea ao longo de um caminho fechado 
C (§ c ). O primeiro membro da (7.3.9) tambem define a circulacao da forca F ao longo de C. A 
(7.3.9) e a generalizacao procurada da (6.4.16). 

Reciprocamente, se a (7.3.10) vale para qualquer caminho fechado C, e queremos comparar 
o trabalho ao longo de dois caminhos diferentes Q e C 2 entre dois pontos P\ e P 2 , podemos 
inverter o raciocinio, deduzindo a (7.3.8) a partir da (7.3.9). 

Concluimos que e condigao necessaria -e suficiente para que uma forca seja conservativa 
que o trabalho por ela realizado ao longo de qualquer caminho fechado se anule. 

Conforme ja vimos no caso da (6.4.16), isto significa que a energia potencial ganha pela 
parti'cula numa parte do ciclo (caminho fechado) e devolvida na outra parte. Caso assim nao 
fosse, poderiamos realizar um "moto continuo", uma fonte inesgotavel de energia. Com efeito, 
para que a (7.3.6) defina uma funcao somente da posicao P, e necessario que a forca F so 
dependa da posicao (embora, no caso tridimensional, ao contrario do caso unidimensional 
visto na (6.4.7), esta condicao nao seja suficiente para que F seja conservativa, conforme 



uprpmnc Inrrnl n tru ha I hri accnriaHn q um rirrnitn for'ViQrln fncco n orrati-wn nnr ovomnln 

para forcas dependentes somente da posicao, bastaria inverter o sentido de percurso do 
circuito para que ele se tornasse positivo (note que isto nao ocorre com forcas dependentes 
da velocidade, como as de atrito). Como a parti'cula volta a posicao inicial no fim do circuito, 
o ciclo se repetiria indefinidamente, fornecendo energia a cada volta. 

E interessante observar que um raciocinio ana- 
logo ja havia sido empregado no seculo XVII pelo 
matematico holandes Simon Stevin, em sua beh'ssima 
demonstracao do principio de equilfbrio no piano 
inclinado. Stevin imaginou, colocado sobre os dois 
lados do piano, um colar de esferas identicas atra- 
vessadas por um fio e eqiiidistantes entre si, com uma 
parte pendurada, como na Fig. 7.11. O peso total 
apoiado sobre cada lado e entao proporcional ao 
comprimento desse lado (na figura, em que o com- 
primento do lado maior e o dobro do menor, ha quatro 
esferas sobre o maior e duas sobre o menor). Para 
demonstrar que este sistema esta em equili'brio (o que equivale a dizer que so atua a 
componente tangencial da forca-peso), Stevin procedeu por reducao ao absurdo: se nao 
estivesse, e o conjunto de esferas escorregasse para a esquerda, por exemplo, chegariamos 
novamente a situacao inicial, apenas com algumas das esferas tomando o lugar de outras, de 




Figura 7.1 1 O argumento de Stevin. 
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modo que, como disse Stevin, "este movimento nao tera nenhum fim, o que e absurdo". Stevin 
ficou tao orgulhoso de sua demonstrate* que colocou a figura acima no frontispicio de seu 
tratado de estatica, com uma legenda dizendo "E maravilhoso e nao e nenhuma maravilha". 

A demonstracao de Stevin tambem contem o germe da ideia do "principio dos trabalhos 
virtuais", que teve grande importancia no desenvolvimento da mecanica. Se um sistema 
mecanico esta em equih'brio e imaginarmos um "deslocamento virtual" do sistema, ou seja, 
um deslocamento infinitesimo compativel com os vi'nculos a que esta sujeito (no exemplo 
acima, as esferas que estao em contato com o piano se deslocam sobre ele), a resultante das 
forcas aplicadas a cada parte do sistema deve anular-se, de forma que o "trabalho virtual" 
realizado nesse deslocamento deve ser nulo. Para vi'nculos fixos sem atrito, basta consi- 
derarmos o trabalho das forcas externas aplicadas, porque as reacoes dos vi'nculos nao realizam 
trabalho (pg. 131). 

Este principio permite obter de forma muito direta as condicoes de equih'brio das 
chamadas "maquinas simples", onde em geral se obtem uma "vantagem mecanica" 
equilibrando uma forca ("resistencia") com outra forga menor ("potencia"). Assim, no exemplo 
3 da pg. 91, a (3.5.15) mostra que um deslocamento virtual da massa m 2 corresponde a metade 
do de e tern sinal oposto. Os trabalhos virtuais correspondentes das forgas externas (peso) 
se cancelam para = m 2 /2, que e a condicao de equih'brio (5.3.19). Aplicado as maquinas 
simples, o principio se enuncia sob a forma "o trabalho da potencia e igual ao trabalho da 
resistencia". 

7 A — Forca e gradiente da energia potencial 

Vimos, no caso unidimensional, que uma forca conservativa pode ser calculada se 
conhecermos a energia potencial correspondente como funcao da posicao, com o auxilio da 
(6.4.12): F(x) = - dU/dx. Vamos agora estender este resultado ao caso tridimensional. 

Para isto, vamos empregar um metodo semelhante ao da pg. 115, onde calculamos a 
variacao de energia potencial correspondente a um deslocamento de x para x + Ax. A (7.3.3.) 
da 




(7.4.1) 



Pi 



Pi 



p, 



onde ?! = ?! (*!, yi, z t ) e ? 2 = P 2 {x 2 , y 2l z 2 ). 



z 



A variacao AU correspondente pode ser calcu- 
lada tomando como caminho de integracao um seg- 
mento de reta ligando os extremos, ou seja, com yez 
constantes. Isto implica dy = dz- 0, ou seja, a (7.4.1) 
fica 



Apliquemos a (7.4.1) a uma variacao de U corres- 
pondente a um deslocamento x somente na direcao 
x, mantendo yez fixos (Fig. 7.12): 





Figura 7.12 Variacao Ax. 



x+Ax 




(7.4.2) 



X 
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onde y e z permanecem constantes na integral e utilizamos a mesma aproximacao que na 
(6.4.10). 

A aproximacao se torna exata no limite em que Ax 0, levando a 



-F x {x,y,z)= lim 

Ax->0 



U[x + Ax,y,z)-U[x,y,z) 



Ax 



dx 



lx,y,z) 



(7.4.3) 



onde o limite define a derivada parcial de U em relagao a x, calculada no ponto (x, y, z): e uma 
derivada em que somente se leva em conta a variacao com x, mantendo y e z constantes. 

Analogamente, considerando deslocamentos somente nas direcoes yez, obtemos as 
duas outras componentes da forca, F y e F z . Por analogia com a (7.4.3), teremos 



(7.4.4) 



o que constitui a generalizacao procurada da (6.4.12) ao caso tridimensional (em uma dimensao, 
a derivada parcial se reduz a derivada ordinaria). 

Para ilustrar o conceito de derivadas parciais por um exemplo, calculemos as derivadas 
parciais de f {x f y, z) = x y 2 2^: 




f{x,y,z) = xy 2 z 3 \ 



a//ax = y 2 z 3 
d//ay = 2xyz 3 
df/dz = 3xy 2 z 2 



A (7.4.4) mostra que se podem calcular as tres componentes da forca se conhecermos a 
energia potencial L/(x, y, z) como funcao da posicao. Vemos que a descricao em termos de 
energia potencial e bem mais economica, pois em lugar de tres funcoes escalares de (x, y, z) 
(as componentes F x , F y , F z da forca F) basta conhecermos uma funcao, ou seja, substituimos 0 
vetor F pelo escalar U. 

Uma variacao infinitesimal dU de U correspondente a passagem de (x, y, z) para (x + dx, 
y + dy,z + dz) pode ser obtida como resultante de tres variacoes, fazendo passar sucessivamente 
para (x + dx, y, z), (x + dx, y + dy, z) e (x + dx, y + dy,z + dz), A variacao total e a soma das tres, 
o que leva a (cf. (7.4.2), (7.4.3)) 



(7.4.5) 



onde dl e 0 deslocamento infinitesimal definido pela (7.2.3). Podemos considerar a (7.4.5) 
como a versao infinitesimal da (7.3.3). 

A (7.4.5) sugere considerar dU como produto escalar de dl por 




^ rr 3L7. 8(7. dU, 
grad L/ = ~-i +— j +—k 
dx dy dz 



(7.4.6) 



que se chama 0 gradiente de U. Temos entao 



dU = grad U d\ 



(7.4.7) 



para a variacao dU de U devida a um deslocamento infinitesimal arbitrario dl. 

Como as componentes de grad U sao definidas pela (7.4.6) em relacao a um dado sistema 
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de coordenadas (x, y, z), nao e obvio pela defmigao (7.4.6) que grad U seja urn vetor. Entretanto, 
se [x*, /, z') for outro sistema de coordenadas e grad' U o gradiente correspondent^ e se dl' e 
o vetor representativo do deslocamento dl no novo sistema, devemos ter 

dU = grad'l/dl' 

pois dU tern um significado independente do referencial. Logo, comparando com a (7.4.7), 

grad U d\= grad'L/dl' 

nn o£iio r\ nrv^Hntr* ocrolar Ho rrrari' ff r\plr\ yptnr HI' rmp rpnrpcpnta HI nn nnvn rpfprpnrial 



tern de ser identico ao de grad U por dl, qualquer que seja o deslocamento infinitesimal dl. 
Isto implica que grad U tern um significado independente do referencial: o gradiente e um 
vetor, Tambem se usa a notacao 



grad U = VU 



onde 



dx dy dz 



(7.4.8) 
(7.4.9) 



e um "operador diferencial" (conhecido como "del" ou "nabla"), cuja agao sobre uma funcao 
l/(x, y, z) e definida pela (7.4.6). As (7.4.4) e (7.4.6) dao 



F = - grad U 



(7.4.10) 



ou seja, a forca e menos o gradiente da energia 
potencial. 

Comparando a (7.4.7) com a (6.3.9), vemos que o 
gradiente e uma especie de "derivada tridimensional". 
Seja 

dl = dss (7.4.11) 

um deslocamento numa direcao arbitraria caracte- 
rizada pelo vetor unitario s. As (7.4.7) e (7.4.10) dao Figura 7.13 Componente da forca numa 
entao direcao qualquer. 



/ \ 
/ \ 
/ * 

V X 


A 


/ f!^ 


\ 

\ 

\ 

\ 


v ds ^ 


\ 



F dl = (s F)ds - F s ds = - grad U dl = -dU 



(7.4.12) 



onde F s e a componente de F na direcao s (projecao de F sobre s). Escrevemos a (7.4.12), por 
analogia com as (7.4.4), 



(7.4.13) 




onde dU/ds, a derivada direcional de Usegundo a direcao s, e dada por 




(7.4.14) 



e a variacao de U nessa direcao e dada por 



dU = -—ds 
ds 



(7.4.15) 



A equacao 



U{x,y,z) = U 0 (constante) 



(7.4.16) 
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define, no espaco tridimensional, uma superficie sobre a qual a energia potencial toma o 
valor constante L/ 0 . Uma tal superficie chama-se superficie equipotencial . Fazendo variar U 0 
de forma conti'nua na (7.4.16), obtemos uma familia de superficies eqiiipotenciais. 

Sese qualquer direcao no piano tangente a superficie eqiiipotencial num ponto dado, 
um deslocamento infinitesimo ao longo de s se confunde com um deslocamento sobre a 
superficie eqiiipotencial, para o qual dU = 0 (porque U nao varia sobre a superficie). Logo, 
dlJ/ds -Oao longo de qualquer direcao no piano tangente, ou seja, 

s- grad U = 0 (7.4.17) 

qualquer que seja s no piano tangente. Isto implica 

que grad Ue normal a superficie eqiiipotencial, ou seja, 

a direcao de grad U em cada ponto de uma superficie 

eqiiipotencial e perpendicular a superficie. Pela 

(7.4.10), concluimos tambem que a forca em cada ponto 

e perpendicular a superficie eqiiipotencial que passa 

, , , n , ,. por esse ponto. Vemos pela (7.4.14) que dll/ds (= 0 em 

Fieura7.14 Direcao do gradiente. ,. ~ ^ , P , . ... . „ , 

° direcoes tangentes a superficie equipotencial) e 

maximo quando s e paralelo a grad U (cos 0 = 1 no produto escalar dos dois vetores, onde 6 e 

o angulo entre eles), ou seja, quando s = n, onde neo vetor unitario da normal a superficie 

equipotencial, dirigido no sentido de U crescente (dU > 0). Podemtts dizer que grad U tern a 

"direcao de maximo aclive" de U, ou seja, aquela segundo a qual U cresce mais rapidamente. 

7.5 — Aplicacoes: campos gravitacional e eletrico 

(a) Campo gravitacional unifortne 

Para o campo gravitacional g proximo a superficie da Terra, vimos na (7.3.4) que 

U{x,y,z) = mgz (7.5.1) 

de forma que 

F = - grad U = ~k = -mgk (7.5.2) 
dZ 

As superficies eqiiipotenciais sao pianos horizontals (z - z 0 ), e a forga gravitacional em 
cada ponto e perpendicular a elas (vertical). O vetor grad U esta dirigido verticalmente para 
cima. 

(b) Campo eletrico unifortne 

Consideremos um campo eletrico E uniforme na direcao x (por exemplo): 

E = Ei (7.5.3) 
onde E e uma constante. A forca eletrica sobre uma carga q nesse campo sera 

F = q£i (7.5.4) 

E facil ver, por analogia com as (7.5.1) - (7.5.2), que a funcao energia potencial 
correspondente e 

U = qEx (7.5.5) 

A energia potencial por unidade de carga chama-se potencial eletrico (p: 



<p = -Ex (7.5.6) 
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E = - grad (p 



e temos 

o que equivale a (7.5.3), no caso atual. 

As superficies eqiiipotenciais sao pianos per- 
pendiculares a direcao x. Materializando duas delas, 
x = x t e x = x 2r por pianos condutores mantidos nos 
potenciais <pi e (p 2 , respectivamente (capacitor piano; 
(cf. pg. 94), temos entre elas uma diferenca de poten- 
tial 

V = (p t -(p 2 = E{x 2 - x< [ ) = Ed (7.5.8) 
o que concorda com a (5.4.6). 

Pela definicao do potencial, a diferenca de energia 
potencial entre as placas, para uma carga g, e 



(7.5.7) 




Figura7.15 Capacitor piano, 



q{^-(p 2 ) = qV = U A -U 2 ~ T 2 - 7^ = AT 



(7.5.9) 



que representa a energia cinetica ganha por uma carga q acelerada pelo campo eletrico entre 
as placas. E facil ver que isto concorda com a (5.4.7). 

A energia ganha por uma particula de carga q = e (carga do eletron) acelerada atraves de 
uma diferenca de potencial de 1 V chama-se um eletron-vo\t{\ eV), e e uma unidade de energia 
extremamente importante em fisica atomica e subatomica. Como e = 1,6 x 10~ 19 C , temos 



1 eV = 1,6 x 10" 19 J = 1,6 x lO^erg 



12, 



(7.5.10) 



(c) Forf as centrais 



Diz-se que uma particula esta sujeita a forgas 
centrais numa dada regiao do espaco quando a forga 
F exercida sobre a particula em qualquer ponto P 
dessa regiao tern as seguintes propriedades: 

(I) Esta dirigida segundo a linha OP que liga P 
a um ponto O fixo, chamado centra de forgas. 

(II) A magnitude F so depende da distancia r = 
|OP| ao centro de forgas. Logo |F| tern o 
mesmo valor em todos os pontos de uma 
esfera de raio r com centro em O (Fig. 7.16). 

Se r e o vetor unitario da direcao radial OP, as (I) 
e (II) equivalem a (tomando a origem em O) 
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F = F(r)r (7.5.11) Figura 7.16 Forca central, 

onde F(r) pode ser positivo (forca repulsiva) ou nega- 
tivo (forca atrativa). 

Consideremos agora um caminho C ligando dois pontos ?! e P 2 numa regiao onde atuam 
forgas centrais, e 

h 

WjPp = f F dl (7.5.12) 

Pi 
(C) 
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Pela (7.5.11), temos 

F-dl = F(r)f -dl (7.5.13) 
A Fig. 7.17 mostra que 

r-dl = |dl|cos8 = dr (7.5.14) 

onde dr e a variacao infinitesima de r entre os 
extremos do arco dl. Logo, se |OP t | = ^ e |OP 2 | = r 2 , a 
(7.5.12) fica 



(7.5.15) 




Figura 7.17 Caminho (C). que e independente do caminho C (so depende dos 

extremos ?! e P 2 ). Logo, toda forga central e 
conservativa e a energia potencial correspondente e dada por (cf. (7.3.6)) 



U{r)-U{r Q ) = -jF{r)dr 



(7.5.16) 



que so depende da distancia r ao centra de forcas. As superficies eqiiipotenciais sao esferas 
de centra em 0 (centra de forcas). 

As (7.4.10), (7.5.11) e (7.4.14) dao 



f F = F(r) = -r • grad U = - 



dU 
dr 



(7.5.17) 



onde dU/drea derivada ordinaria (nao parcial), porque Uso depende de r. A (7.5.17) tambem 

r*c»ci llta H q (7 %l 1 C\} HoriuanHn amhnc r\c momhmo am rolarQn o r 

a u± tu uu * *^ • a vyj/ uvi x t ui iuv/ uiiijjuj uj inviiiA/i v/ij viii i wuyuu U i • 

As (7.5.11) e (7.5.17) dao, finalmente, 

________ 

(7.5.18) 



F = - grad U[r) = -^-r 



dr 



(d) Energia potencial gravitational na escala astronomtca 

Consideremos um objeto, por exemplo, um 
foguete, em queda livre na direcao radial ("'vertical") 
no campo gravitacional da Terra, que se aproxima 
desde uma distancia inicial r 0 ate uma distancia r do 
centra 0 da Terra. Para r e r 0 grandes em confronto 
com o raio R da Terra, nao podemos mais aproximar 
o campo gravitacional da Terra por um campo uni- 
forme, como na (7.5.2). 

Veremos posteriormente que, devido a forma 
Figura 7.1 8 esferica da Terra, sua atracao gravitacional sobre uma 

particula externa de massa me a mesma que se toda a massa M da Terra estivesse concentrada 
em seu centra O. Logo, pela (5.1.1), a forca de atracao gravitacional F exercida pela Terra 
sobre a particula e dada por 
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(7.5.19) 



onde r = |OP| (Pea posicao da particula) e r e urn vetor unitario na direcao de OP. 
A (7.5.19) e uma forca central do tipo (7.5.11), com 



F(r) = -G 



(7.5.20) 



Logo, a forga gravitacional e conservativa, e a variacao de energia potencial da particula 
considerada, entre as distancias r 0 e r do centro da Terra, e dada pela (7.5.16): 



f dr' 
U(r)-U{r 0 ) = +] GmM — = GmM 



J__l 



(7.5.21) 




(o resultado da integracao pode ser verificado facilmente com o auxilio das (6.4.9), (6.4.11) e 
(6.5.8) para n = 1). 

vpvn rle enercria ootencial no infinite onde a interacao 
(7.5.20) se anula. Com esta escolha, obtemos da (7.5.21), fazendo r 0 ^'^ f 



(7.5.22) 



o que vale apenas na regiao externa a Terra (r > R), porque e apenas nessa regiao que a forca 
e dada pela (7.5.20) (veremos depois (Sec. 10.9) o que acontece na regiao interna). 

0 grafico da energia potencial em fun£ao de r 
tern o aspecto da Fig. 7.19: e uma porcao de hiperbole, 
que temos de interromper para r = R, conforme 
acabamos de observar. 

O fato de obtermos U{r) < 0 resulta da escolha do 
nivel zero de energia [ U (°°) = 0] e do fato de que a 
forca e atrativa, de forma que a particula ganha 
energia potencial a medida que se afasta da Terra, ou 

seja, a medida que aumenta sua "altura", o que concorda com a situacao ja discutida na 
vizinhanca da superficie terrestre. A figura mostra que, nessa vizinhanga, V{r) varia linearmente 
com z = r- R (para z suficientemente pequeno), o que deve corresponder a (7.5.1). Com efeito, 
para z suficientemente pequeno (z < < R), temos 




Figura 7.19 Energia potencial gravitacional. 



U{R + Z)'U(R) 



dV_ 
dr 



Jr=R 



MG ~, m 
= m~— = -F{R) = +mg 

R 



(7.5.23) 



onde a penultima igualdade decorre da (7.5.20), e a ultima da (7.5.2). 
A (7.5.23) da 

U{R + z) = mgz + U{R) [z«R] (7.5.24) 

o que efetivamente concorda com a (7.5.1) (a constante aditiva U{R) decorre da escolha diferente 
do nivel zero de energia). Vemos ao mesmo tempo que 
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(7.5.25) 



o que permite determinar a massa M da Terra, uma vez que g e o raio R da Terra sao conhecidos: 



g = 9,81m/s 2 
fl = 6,37xl0 6 m 
G* 6,67x10-" Nm 2 /kg 2 

A densidade media da Terra e entao 



M = 5,97xl0 24 kg 



P = 



M 



*nR* 
3 



* 5,52 x 10 3 kg / m 3 = 5,52 g / cm ; 



o que podemos comparar com as densidades da agua (p H2 o = 1 g/cm 3 ) e do ferro (p Fe = 7,86 
g/cm 3 ). 



A (7.5.25) tambem mostra que a (7.5.20) pode ser reescrita sob a forma 



F(r) - -mg 



ir>R) 



(7.5.26) 



que se reduz obviamente a (7.5.23) para r = R. 

Se compararmos o grafico da pagina anterior com o da pg. 120 (potencial de Lennard - 
Jones), onde tambem foi adotado como nivel zero t/H = 0, vemos que 



T((m GmM D 
-U[R) = — — - = mgR 

R 



(7.5.27) 



representa a "energia de dissociacao" de uma parti'cula de massa m na superffcie da Terra, ou 
seja, a energia minima que precisamos comunicar-lhe para que ela escape a atracao 
gravitacional da Terra. A energia cinetica correspondente, 



T e =~mv 2 e =mgR 



(7.5.28) 



e tal que a energia total da parti'cula, 



£ e = T e + U[R) = 0 (7.5.29) 

lhe permite "chegar a uma distancia infmita com velocidade nula". Logo, v e representa a 
velocidade de escape, velocidade minima necessaria para que a parti'cula se afaste 
indefinidamente da Terra. Seu valor numerico e 

v e = figR * ^2x9,8x6,4 x 10 3 m / s - 11,2 km / s = 40.300 km / h (7.5.30) 



7.6 — Potencia. Forcas nao-conservativas 
(a) Potencia 

Nao consideramos ate agora, ao discutir os conceitos de trabalho e energia, o fator tempo, 
ou seja, o tempo que leva a realizacao de determinada quantidade de trabalho. Em muitas 
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aplicacoes, tanto teoricas quanto praticas, e importante o trabalho realizado por unidade de 
tempo, que se chama potencia. 

Se um trabalho AW e realizado num intervalo de tempo At, a potencia media P 
correspondente e definida por 



a q nr\ff*rmia incf-anfanpa P p> HqHq nor 



At 



(7.6.1) 




(7.6.2) 



A unidade de potencia no sistema SI e 

1 Watt = 1 W = U/s (7.6.3) 
Reciprocamente, e comum medir o trabalho em kWh (quilowatt-hora), o trabalho realizado 
em lh por uma potencia de lkW (quilowatt): 

1 kWh = 10 3 Wx 3,6x1c 3 s = 3,6xl0 6 J 
Tambem se emprega como unidade de potencia o cavalo-vapor (hp: 1 hp = 746 W ~ 3/4 

kW). 

Levando em conta as (7.2.4) e (7.2.6), obtemos 



dW = F-dl=>P = — = F — = Fv 

dt dt 



(7.6.4) 



onde v e a velocidade instantanea da parti'cula, e 



dc dv d 
P = F ■ v = m v = — 

dt dt 



1 2 
-mv 

2 



dT 
dt 



(7.6.5) 



onde Te a energia cinetica da particula. Logo, no movimento de uma parti'cula sob a acao de 
uma forca, a potencia representa a taxa de variagao temporal da energia cinetica da particula, 
o que corresponde a uma formulacao diferencial da (7.2.8). 

Para uma forca conservativa, a (7.4.10) da 



P = F-v = F- — = -grad l/dl/dt 
dt 

ou, pela (7.4.7), 

P = -dU/dt 

Combinando com a (7.6.5), obtemos neste caso 

— (T + U) = — = 0 
dt dt 

que e uma formulacao diferencial da conservacao de energia. 



(7.6.6) 



(7.6.7) 



(7.6.8) 



(b) Forcas nao-conservativas 

Vimos a pg. 114 que, em uma dimensao, qualquer forca que so depende da posicao e 
conservativa. E facil ver que isto nao vale mais em duas ou tres dimensoes; basta dar um 
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exemplo em contrario (que nao precisa corresponder a nenhuma forca fisica conhecida). 
Seja, por exemplo, 

F = Cxj (7.6.9) 

o valor da forca na posicao (x, y, z) numa dada regiao; 
F so depende da posicao: mantem-se sempre na 
direcao y, mas sua magnitude cresce perpendi- 
cularmente a essa direcao. 

Consideremos (Fig. 7.20) dois caminhos dife- 
rentes ligando a origem O a um ponto P 0 (x 0/ y 0 ): OP\ 
P 0 e OP 2 Po- Ao longo dos lados horizontals, o trabalho 
Figure 7.20 Caminhos diferentes. realizado por F e nulo, porque F e perpendicular ao 

deslocamento. Ao longo de QP 2 , o trabalho tambem 
e nulo, porque F = 0. Entretanto, ao longo de ?! P 0 , F = Cx 0 j e constante e o trabalho 
correspondente e (Cx 0 ) • y 0 . Logo, 

Jf dl = Cx 0 y 0 * Jf dl - 0 (7.6.10) 

o o 

ou seja, o trabalho depende do caminho, e <f> F ■ dl * 0 sobre um caminho fechado: 

| F dl = Cx 0 y 0 (7.6.11) 
Jop^p q p 2 o 

Embora o exemplo acima tenha sido construido artificialmente, forcas de tipo muito 
semelhante aparecem no eletromagnetismo. Conforme sera visto mais tarde, o fenomeno da 
inducao eletromagnetica, descoberto por Faraday, implica no aparecimento de forcas eletricas 
desse tipo em presenca de campos magneticos variaveis no tempo. A "forga eletromotriz" 
associada a circuitos fechados (§F • dl ^ 0) produz correntes eletricas em geradores e permite 
realizar trabalho em motores eletricos. Embora se trate de "forcas nao-conservativas" no 
sentido estrito de conservacao da energia mecanka, veremos depois que, neste exemplo, 
aparece outra forma de energia, a energia eletromagnetica, e que se chega a uma generalizacao 
do principio de conservacao da energia: a energia total de um sistema isolado continua se 
conservando, mas ela inclui, alem da energia mecanica, muitas outras formas possi'veis de 
energia, entre as quais esta a energia eletromagnetica. 

Outro exemplo de ''forcas nao-conservativas", ja discutido a pg. 116, sao as forcas de 
atrito, que tendem a dissipar a energia mecanica (realizar trabalho negativo). Novamente, a 
energia no sentido mais amplo se conserva, porque as forcas de atrito convertem energia 
mecanica em calor, que, conforme veremos no curso de termodinamica, e tambem uma forma 
de energia. 

Neste sentido mais amplo de conservacao de energia total, podemos dizer que nao se 
conhece nenhuma forca nao conservativa, ou seja, nao foi descoberto ate hoje nenhum 
fenomeno em que seja violado o principio de conservacao da energia total de um sistema 
isolado. Esta e uma das razoes que fazem deste principio um dos mais importantes da fisica. 
A medida que ampliamos nosso conhecimento dos fenomenos fisicos, vemos surgir ampliacoes 
sucessivas do conceito de energia, inclusive, ao penetrarmos no dominio relativi'stico, com a 
celebre descoberta de Einstein da relacao entre massa e energia. 

O resultado (7.2.8) (relacao entre trabalho e variacao de energia cinetica) se aplica 
independentemente de se as forcas que atuam sobre a particula sao ou nao conservativas (no 
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sentido estritamente de conservacao da energia mecanica). Assim, se uma parti'cula esta sujeita 
a acao de diversas forcas conservativas Ff Fj> c) e simultaneamente tambem a forcas nao- 
conservativas Fl nc) , F? c) , . . a (7.2.8) fica 

X w t C) + X W * nC) = AT (7.6.12) 

onde W] c) e o trabalho realizado pela forga conservativa F} c) de forma que (cf. (7.3.3)) 

W- c) = -AUj (7.6.13) 

onde U, e uma energia potencial associada a Ff c) . A energia potencial total associada as forcas 
conservativas e entao 



(7.6.14) 



e a (7.6.12) da 



ou seja 




(7.6.15) 



onde E = T + U e a energia mecanica total. Logo, a variacao da energia mecanica total da 
parti'cula e igual ao trabalho sobre ela realizado pelas forcas nao-conservativas. 



(c) Dm exemplo 

Freqiientemente, o princi'pio de conservacao da energia facilita a resolucao de problemas 
que seriam bem mais dificeis de resolver diretamente a partir das equacoes de movimento (2? 

Ipi Hp Mpwtnn) rnnciHprpmnc nnr pypmnln a PYnpriAnrifl mm nm i v>nHnln Hpsrrita nnr 

Galileu (pg. 106), e procuremos responder a seguinte pergunta: para que distancias entre o 
prego F e o ponto B o pendulo, apos se enroscar em F, conseguira dar uma volta completa, 
descrevendo o semicirculo BPB' com centro em F (Fig. 7.21) e ultrapassando o ponto 
diametralmente oposto B'. 

Tomemos o eixo dos z dirigido verticalmente para cima, com origem no ponto mais baixo 
B. 0 pendulo e solto em repouso no ponto C, a altura 
z 0 , de modo que sua energia total e 

E-mgiQ (7.6.16) 

An atinrrir a nnQirnn P (Fin 7 P11 anns Hpsrrpvpr 

urn angulo 0 com centro em F, o pendulo tera uma 
velocidade v(9) e sua energia potencial sera 

U{Q) = mgz = mgd{\ - cos6) (7.6.17) 

onde zea altura de P em relacao a B e d = BF. Pela 
conservacao da energia, teremos entao 



E = -mv 2 (0) + mgd(l - cos0) (7.6.18) 

^ Figura 7.21 Experiencia de Galileu. 
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Ao atingir o ponto B' (9 = %} a velocidade v(0) passa pelo seu valor mi'nimo, que, pelas 
(7.6.16) e (7.6.18), e dada por 



-mv 2 (n) + 2mgd = mgz 0 { v 2 {%) = 2g(z 0 -2d) 



(7.6.19) 



(Note que d < Zq/2, conforme foi observado por Galileu, para que o fio se enrosque (pg. 106), 
de modo que o 2? membro da (7.6.19) e > 0). 

A 2. a lei de Newton, aplicada ao ponto B', onde a aceleracao e puramente centripeta (nao 
ha forcas tangenciais), da 



mv (it) 



= mg + T 



(7.6.20) 



onde Tea tensao no fio, dirigida para baixo. Combinando as (7.6.19) e (7.6.20), obtemos: 



_ 2mg 2mg 
T = —r-(z 0 -2d)-mg = — f- 



z n --d 



(7.6.21) 



Como o fio nao pode exercer uma tensao negativa (ou seja, dirigida para cima), devemos 
ter T> 0, o que da, pela (7.6.21), 



Zn--d>0 



0<d<-z 0 
5 



(7.6.22) 



Para 2 / 5 z 0 < d < z °/ 2 , o fio nao chega ate o ponto B': a tensao se anula para 0 < jc e fio se 
dobra, fazendo cair o pendulo. 



PROBLEAAAS DO CAPTTULO 7 

1. No Exemplo 1 da Sec. 5.3, considere a situacao em que |F| tern o valor mi'nimo necessario 

jjcii a iiianici u uiulu ucaiiz-anuw auui c u jjicuiu iiui liuiiLdi L-uiii vciuciuctue cunsictiiic. r ai a 

um deslocamento J do bloco, exprima o trabalho W realizado pela forca F em funcao de 
P, 8, i e do coeficiente \i c . Que acontece com esse trabalho? 

2. Uma parti'cula carregada penetra num campo magnetico uniforme com velocidade inicial 
perpendicular a direcao do campo magnetico. Calcule o trabalho realizado pela forca 
magnetica sobre a parti'cula ao longo de sua trajetdria. 

3. Dois vetores a e b sao tais que |a + b| = |a - b|. Qual e o angulo entre a e b? 

4. Calcule o angulo entre duas diagonais internas (que passam por dentro) de um cubo, 
utilizando o produto escalar de vetores. 



5. Uma conta de massa m, enfiada num aro circu- 
lar de raio R que esta num piano vertical, desliza 
sem atrito da posicao A, no topo do aro, para a 
posicao B, descrevendo um angulo 6 (Fig.), (a) 
Qual e o trabalho realizado pela forca de reacao 
do aro sobre a conta? (b) Qual e a velocidade da 
conta em B? 
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6. Um corpo de massa m = 300 g, enfiado num aro 
circular de raio R = lm situado num piano verti- 
cal, esta preso por uma mola de constante k = 
200 N/m ao ponto C, no topo do aro (Fig.). Na 
posicao relaxada da mola, o corpo esta em B, no 
ponto mais baixo do aro. Se soltarmos o corpo 
em repouso a partir do ponto A indicado na 
figura, com que velocidade ele chegara a B? 



7. Uma parti'cula se move no piano xy sob a acao 
da forca F t = 10 (yi - xj), onde |Fi| e medido em 
N, e x e y em m. (a) Calcule o trabalho realizado 
por F-! ao longo do quadrado indicado na figura. 
(b) Faca o mesmo para F 2 = 10 (yi + xj). (c) O que 
voce pode concluir a partir de (a) e (b) sobre o 
carater conservative ou nao de F t e F 2 ? (d) Se 
uma das duas forcas parece ser conservativa, 
procure obter a energia potencial U associada, 
tal que F = - grad 17. 

8. Uma parti'cula esta confinada a mover-se no semi-espaco z > 0, sob a acao de forcas 
conservativas, de energia potencial U[x, y, z) = FqZ + A / 2 k{x 2 + y 2 ), onde F 0 ek sao positivas. 
(a) Calcule as componentes da forca que atua sobre a parti'cula. (b) Que tipo de forca atua 
ao longo do eixo Oz? (c) Que tipo de forcas atuam no piano xy? (d) Qual e a forma das 
superficies eqiiipotenciais? 

9. Um oscilador harmonico tridimensional isotropico e definido como uma parti'cula que se 
move sob a acao de forcas associadas a energia potencial 

C7(x, y/ z) = iic(x 2 + y 2 +z 2 ) 

onde k e uma constante positiva. Mostre que a forca correspondente e uma forca central 
e calcule-a. De que tipo e a forca obtida? 

10. Uma estrutura rigida triangular e construida com 
tres hastes iguais e seu piano e vertical com 
a base na horizontal. Nos dois outros lados es- 
tao enfiadas duas bolinhas identicas de massa 
m, atravessadas por um arame n'gido e leve 
AB, de modo que podem deslizar sobre as 
hastes com atrito desprezi'vel, mantendo sempre 
o arame na horizontal. As duas bolinhas tambem 
estao ligadas por uma mola leve de constante 
elastica k e comprimento relaxado i 0 . (a) Mostre 
que uma expressao para a energia potencial 
do sistema em funcao do comprimento i da mola e 
[7(0 = V 2 ic (/- J 0 ) 2 - mg V3i. (b) Para que valor de I o sistema esta em equilibrio? (c) Se soltamos 
o sistema na situacao em que a mola esta relaxada, qual e o menor e qual e o maior valor de 
/ no movimento subseqiiente? (d) Que tipo de movimento o sistema realiza no caso (c)? 
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11. Mostre que o trabalho necessario para remover um objeto da atracao gravitacional da 
Terra e o mesmo que seria necessario para eleva-lo ao topo de uma montanha de altura 
igual ao raio da Terra, caso a forca gravitacional permanecesse constante e igual ao seu 
valor na superficie da Terra, durante a escalada da montanha. 



12. Calcule a velocidade de escape de um corpo a partir da superfine da Lua. 



13. Um satelite sincrono da Terra e um satelite cujo pen'odo de revolucao em torno da Terra 
e de 24 hs, de modo que permanece sempre acima do mesmo ponto da superficie da 
Terra, (a) Para uma orbita circular, a que distancia do centro da Terra (em km e em raios 
da Terra) precisa ser colocado um satelite para que seja sincrono? (b) Que velocidade 
minima seria preciso comunicar a um corpo na superficie da Terra para que atingisse 
essa orbita (desprezando os efeitos da atmosfera)? 



14. Utilize o Principio dos Trabalhos Virtuais enun- 
ciado na Sec. 7.3 para obter as condicoes,de 
equilibrio da alavanca [Fig. (a)] e do piano incli- 
nado [Fig. (b)]. Para isto, imagine que um pequeno 
deslocamento, compativel com os vmculos a que 
estao sujeitas, e dado as massas, e imponha a 
condicao de que o trabalho realizado nesse 
deslocamento (trabalho virtual) deve ser nulo. 



15. Um vagao de massa m 1 = 4 toneladas esta sobre 
um piano inclinado de inclinacao 8 = 45°, ligado 
a uma massa suspensa m 2 = 500 kg pelo sistema 
de cabo e polias ilustrado na Fig. Supoe-se que 
o cabo e inextensfvel e que a massa do cabo e 
das polias e desprezi'vel em confronto com as 
demais. O coeficiente de atrito cinetico entre o 
vagao e o piano inclinado e |i c = 0,5 e o sistema e 
solto do repouso. (a) Determine as relacoes en- 
tre os deslocamentos s-ies 2 e as velocidades Vi e 
v 2 das massas e m 2 , respectivamente. (b) 
Utilizando a conservacao da energia, calcule de 
que distancia o vagao se tera deslocado ao longo 
do piano inclinado quando sua velocidade atingir 
4,5 km/h. 

16. Um automovel de massa m e velocidade inicial v 0 e acelerado utilizando a potencia maxima 
P M do motor durante um intervalo de tempo T. Calcule a velocidade do automovel ao fim 
desse intervalo. 
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17. Um bloco de massa m = 10 kg e solto em repouso 
do alto de um piano inclinado de 45° em relacao 
ao piano horizontal, com coeficiente de atrito 
cinetico \i c = 0,5. Depois de percorrer uma 
distancia d = 2 m ao longo do piano, o bloco colide 
com uma mola de constante k = 800 N/m, de 
massa desprezlvel, que se encontrava relaxada. 
(a) Qual e a compressao sofrida pela mola? (b) 
Qual e a energia dissipada pelo atrito durante o 




trajeto do bloco desde o alto do piano ate a 

compressao maxima da mola? Que fracao 

representa da variacao total de energia potencial durante o trajeto? (c) Se o coeficiente 
de atrito estatico com o piano e |x c = 0,8, que acontece com o bloco logo apos colidir com 
a mola? 



18. Uma bolinha amarrada a um fio de comprimento 
i = 1 m gira num piano vertical, (a) Qual deve ser 
a velocidade da bolinha no ponto mais baixo B 
(Fig.) para que ela descreva o circulo completo? 
(b) A velocidade satisfazendo a esta condicao, 
verifica-se que a tensao do fio quando a bolinha 
passa por B difere por 4,41 N da tensao quando 
ela passa pela posicao horizontal A. Qual e a 
massa da bolinha ? 



m 




9 


I \ 




\A 


B 





19. Um garotinho esquimo desastrado escorrega do alto do seu iglu, um domo hemisferico 
de gelo de 3 m de altura. (a) De que altura acima do solo ele cai? (b) A que distancia da 
parede do iglu ele cai? 



20. Num parque de diversoes, um carrinho desce de 
uma altura h para dar a volta no "loop" de raio R 
indicado na figura. (a) Desprezando o atrito do 
carrinho com o trilho, qual e o menor valor de 
ft necessario para permitir ao carrinho dar a volta 
toda? (b) Se R < h < h v o carrinho cai do trilho 
num ponto B, quando ainda falta percorrer mais 
um angulo 6 para chegar ate o topo A (Fig). 

r'nlz-nlo ft (r \ Ono arrmtorei mm n rarrinhn nara 

h<R? 




21. Uma escada rolante liga um andar de uma loja com outro situado a 7,5 m acima. O 
comprimento da escada e de 12 m e ela se move a 0,60 m/s. (a) Qual deve ser a potencia 
minima do motor para transportar ate 100 pessoas por minuto, sendo a massa media de 
70 kg? (b) Um homem de 70 kg sobe a escada em 10 s. Que trabalho o motor realiza sobre 
ele? (c) Se o homem, chegando ao meio, poe-se a descer a escada, de tal forma a 
permanecer sempre no meio dela, isto requer que o motor realize trabalho? Em caso 
afirmativo, com que potencia? 
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afitulo 




CONSERVACAO 
DO MOMENTO 



8.1 — Sistemas de duas particulas, Centro de massa 

Ja consideramos, na Sec. 4.5, alguns exemplos de sistemas de duas parti'culas, em que as 
parti'culas interagiam entre si atraves de forcas de contato (colisao entre dois discos). As 
equacoes de movimento correspondentes eram dadas por 



dp 1 




dt 

< 


~ F K2) 


dp 2 
{ dt 


= F 2(l) 



(8.1.1) 



onde p! e p 2 sao os momentos das parti'culas 1 e 2, respectivamente, e F 1(2) e a forca sobre a 
parti'cula 1 devida a particula 2 (analogamente para F 2(1) ). 

Somando membro a membro as (8.1.1), obtemos 



_ir» 

ur 



df = F K2) + F 2 (i) (8.1.2) 



onde 



P = Pi+P 2 , (8.1.3) 



e, por definicao, o momento total do sistema de duas particulas, Vimos que, nas experiencias 
descritas na Sec. 4.5, 

dP 

— - 0 = F 1(2 , + F 2(1) (8.1.4) 

ou seja, o momento total se conserva, o que equivale neste caso a 3. a lei de Newton: as forcas 
F K2) e F 2(1) , que constituem urn par acao-reacao, sao iguais e contrarias. Ja foi mencionado a 
pg. 79 que o princlpio da acao e reacao deixa de valer em casos mais gerais, embora o princi'pio 
de conservacao do momento, devidamente generalizado, permaneca valido. Forcas internas 
ao sistema que obedecem ao princi'pio da agao e reacao, como F 1(2) e F 2(1) no exemplo acima 
(forcas de contato numa colisao), serao chamadas de forgas internas newtonianas, e vamos 
considerar, por enquanto, somente forcas internas desse tipo. 

Consideremos agora o caso mais geral, em que, alem das forcas internas ao sistema, 
tambem atuam sobre as parti'culas forgas externas (que poderiam ser forcas gravitacionais, 
atrito, campos eletricos e magneticos externos etc.). Se Fj ext) e a forca externa total que atua 
sobre a parti'cula 1 e F| ext) e a forca externa total sobre a parti'cula 2, as (8.1.1) sao substitui'das 
por 
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dt 


~ F K2) 


+ Fj ext) 


dp 2 
dt 


= F 2(D 


+ F« ext) 



(8.1.5) 



Somando membro a membro, obtemos agora 

|(p,+P 2 ) = F, (2 ,+F 2(1) + Fr» + F<-» 

Como so estamos considerando forcas internas newtonianas, F 1(2) + F 2{1) = 0, de modo 
que fica 



dP _ p(ext) 



dt 



(8.1.6) 



onde o momento total P do sistema ja foi defmido na (8.1.3) e 



p(ext) _ pjext) + p-^ext) 



(8.1.7) 
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sobre uma particula diferente). 

A (8.1.6) mostra que, para que valha a conservacao do momento do sistema de duas 
particulas, nao e necessario que ele seja urn sistema isolado, ou seja, que nao atuem forcas 
externas (como no caso da (8.1.4)). A condigao necessaria e suficiente para que o momento 
total de urn sistema de duas particulas se conserve e que a resultante das forcas externas aplicadas 
ao sistema se anule, ou seja, que 



p(ext) _ pjext) + p(ext) 



-0 



(8.1.8) 







. / 






Pi 



Figura 8.1 Binario. 



Isto equivale a F| ext) = -F^ ext) r de modo que as 
forcas externas, se nao sao nulas, devem formar um 
binario (ou conjugado), ou seja, um par de forcas de 
mesma magnitude, porem antiparalelas (Fig. 8.1). 
Veremos depois que forcas deste tipo produzem um 
movimento de rotacao, mas nao afetam o movimento 
de translacao do sistema (de que depende a conser- 
vagao do momento). 

A (8.1.6) e tambem a equacao de movimento de uma particula unica de momento P sujeita 
a uma forca F {ext) . Neste sentido, portanto, podemos tratar o sistema de duas particulas, como 
um todo r como se fosse uma so particula, de momento igual ao momento total do sistema, 
sobre o qual atua a resultante das forcas externas. E natural entao perguntar tambem se e 
possivel associar uma posicao bem definida a essa "particula representativa do sistema como 
um todo". Vamos ver que isto realmente ocorre, e esta posicao e o que se chama o centro de 
massa do sistema. 

Para isto, consideremos inicialmente, para simplificar, um sistema de duas particulas de 
mesma massa m, nas posicoes r t e r 2 em relacao a um referencial inercial. Temos entao 



p t -m 



p 2 = m 



1 



dt 
dr 2 
dt 



P = p 1+ p 2 = m — ( ri + r 2 ) 



(8.1.9) 
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Se queremos representar o movimento do sistema como urn todo por uma unica parti'cula, 
essa parti'cula deve ter uma massa igual a massa total M do sistema. 



As (8.1.6), (8.19) e (8. 1.10) dao 



M = 2m (8.1.10) 



d 2 R 



M— _ = F^ (8.1.11) 

dt 2 



com 



1 

R = -(r t + r 2 ) 



(8.1.12) 




Figura 8.2 CM de particulas de mesma 
massa. 



Conforme mostra a Fig. 8.2, R e o vetor de 
posicao do ponto medio do segmento P^P 2f designado 
na figura por CM {centro de massa). Logo, para urn 
sistema de duas particulas da mesma massa, de po- 
sicoes instantaneas r^t) e r 2 (f), sob a acao de forcas 
internas (newtonianas) e de forcas externas quaisquer, 
o ponto medio do segmento que une as posicoes 
instantaneas das duas particulas se move, de acordo 
com a (8.1.11), como uma parti'cula unica de massa 
igual a massa total do sistema, sobre a qual agiria uma 
forca igual a resultante das forcas externas. 

E importante notar que e P 2 podem ter um movimento arbitrario em relacao ao CM, 
que chamaremos de movimento interno do sistema: podem estar girando em torno dele, 
aproximando-se ou afastando-se (mantendo-se, naturalmente, sempre eqiiidistantes do CM, 
neste caso de massa iguais), sem alterar em nada o fato de que o CM se move sob a acao 
unicamente da forca externa total. 

Consideremos, por exemplo, urn sistema for- 
mado por um par de bolinhas de mesma massa, liga- 
das por uma mola de massa desprezlvel, que sao arre- 
messadas para cima numacerta direcao. O CM (centro 
da mola) descrevera uma parabola, embora as pontas 
?! e P 2 tenham um movimento bem mais complicado, 
correspondendo a oscilacoes da mola e rotacao em 
torno do CM (Fig. 8.3). Este exemplo ilustra bem a 
separacao entre o movimento do CM, representative 
do sistema como um todo, e o movimento interno, 
relativo ao CM. Analogamente, num gas formado de 
moleculas diatomicas, o movimento do CM de cada 
molecula representa a translacao da molecula como um todo; o movimento interno tambem 
compreende as vibragoes e rotacoes dos dois atomos em torno do CM da molecula. 

Consideremos agora um sistema de duas particulas de massas quaisquer, m i e m 2 . Em 
lugar das (8.1.9) e (8.1.10), teremos 




Figura 8.3 Movimento do CM e 
movimento relativo. 



P = m 



1 



dr, 
dt 



dr. 



dR 



dt dt 1 1 22 dt 



(8.1.13) 



M -m^ + m 2 



(8.1.14) 
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onde 



R = 



m 1 r 1 + m 2 r 2 
m 1 + m 2 



(8.1.15) 



e agora o vetor de posicao do CM do sistema. Se R = Xi + Yj + Zk, as coordenadas do CM sao 
dadas por 



m 1 x 1 + m 2 x 2 
m 1 + m 2 



y= m l y 1 +m 2 y 2 z= m^+m 2 z 2 
m 1 + m 2 m 1 + m 2 



(8.1.16) 



onde r,- = Xji + y,j + z,k 0' = 1/2). 

Em lugar da media aritmetica, como na (8.1.12), temos agora uma media ponderada dos 
vetores de posicao das duas parti'culas, com pesos correspondentes as massas. 

0 movimento interno do sistema e descrito pelos deslocamentos relativos das duas 
parti'culas em relacao ao CM, que sao dados por (cf. (3.3.10)) 



„ m*r< + m 2 r 1 -m^ -m 2 r 2 m 2 
r 1 f = r, - R = — — — — — — = — — - — (r, - r 2 ) 



m-, + m 2 



m t +m 2 



r = r R= m i r 2 +m 2 r 2 -m l r 1 -m 2 r 2 ^ m 1 (r _ r) 
2 2 m 1 + m 2 m 1 + m 2 2 1 



ou seja, 



m 2 



r 1 ' = r 1 -R = -^-(r 2 -r 1 ); 



r2 = r 2 -R = -^(r 2 -r 1 ) 



o que da 



r 2 = - — r[ { m 1 r[ + m 2 r 2 - 0 
m 2 



(8.1.18) 



A (8.1.18) mostra que r 2 e sao antiparalelos, ou 
seja, que o CM continua sendo urn ponto interno ao 



segmento PJ> 2 (Fig. 8.3(a)). Como, pela (8.1.18) |r£|/|r{ 
= m 1 /m 2 , vemos que esse ponto divide o segmento na 
razao inversa das massas, estando sempre mais 
proximo da massa maior. 

Assim, o CM de uma parti'cula de massa 2m e 
uma de massa m separadas por uma distancia a esta 
a uma distancia a/3 da massa 2m (Fig. 8.3 (b)). 

Como a (8.1.18) vale a cada instante, podemos 
derivar os dois membros em relacao ao tempo 




Figura 8.3 CM de massas diferentes. 



m* 



dr,' 



- + m ? = m*\\ +m 9 v? +p' 2 =0 
dt 2 dt 11 2 2 1 2 



(8.1.19) 



onde P\ e P 2 sao os momentos das duas parti'culas relativos ao CM. A (8.1.19) mostra que o 
momento total do sistema relativo ao CM e nulo. Este resultado e compativel com a (8.1.13), 
significando que o momento total do sistema se concentra no movimento do CM. Por esta 
razao, o CM tambem e chamado de centro de momento do sistema. 
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8.2 — Extensao a sistemas de varias particulas 

Consideremos um sistema formado por um numero qualquer N de particulas, de massas 
m v m 2 , m Nf cujos vetores de posicao num dado instante t sao, respectivamente, r-[(r), r 2 (f), 
r N (t). Qualquer parti'cula / do sistema esta sujeita a forgas intemas, representando sua 
interacao com as demais particulas do sistema, bem como pode estar sujeita tambem a forgas 
externas. Seja F,^ a forca interna sobre a parti'cula i devida a sua interacao com a parti'cula j {i 
e j variam de 1 a N), e seja F| ext) a resultante das forcas externas que atuam sobre a parti'cula 
/. Consideraremos apenas forcas internas newtonianas, que satisfazem ao principio da agao e 
reacao: 



F i(j) +F /U) =0 



(U = l,2 N) 



(8.2.1) 



As equacoes de movimento do sistema de particulas se obtem aplicando a 2. a lei de New- 
ton a cada parti'cula do sistema: 



m 



err 



1 - Fuo\ + Fmi + . . . + F-Kjyj + Fj extj 



dt 
d 2 r> 



m 2 —f - F 2(l) + F 2(3) + • • • + *2(N) + F 2 

dt 



(ext) 



d 2 r 



N 



m N 2 _F W(D +F W(2) + "- + F N(JV-l) +F N 



(ext) 



(8.2.2) 



ou, em forma abreviada, 




(8.2.3) 



Note a restrigao j * i na soma das forcas internas: ela implica que a parti'cula nao "interage 
consigo mesma". 

Somando membro a membro todas as equacoes, obtemos, analogamente as (8.1.5), 



N 



aI a'I N 

'V"" 1 U P- U V"" 



N N N 



(8.2.4) 



Na soma dupla sobre as forcas internas, cada forga interna comparece uma e uma so vez, 
e todas comparecem, de forma que podemos agrupa-las em pares F j(/) + e aplicar a (8.2.1). 

Concluimos que 



(8.2.5) 



ou seja, a resultante de todas as forgas internas do sistema se anula (porque somamos todos os 
pares agao-reagao). 
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A resultante das forgas externas que atuam sobre o sistema e definida por (cf. (8.1.7) 




(8.2.6) 



e a massa total do sistema e 




(8.2.7) 



Substituindo a (8.2.5) a (8.2.7) na (8.2.4), podemos finalmente reescreve-la sob a forma 



d 2 R 



.ptext) 



df 



(8.2.8) 



onde 



A N 



+ m 2 r 2 + ... + m N r N 



m« + m? +... + m 



N 



(8.2.9) 



define o vetor de posicao do centro de massa do sistema de N particulas. A (8.1.15) e urn caso 
particular (JV = 2). Vemos que R e a media ponderada de r lf r 2/ r N , com pesos dados pelas 
massas das particulas. 

Podemos tambem obter o analogo da (8.1.18), introduzindo os vetores de posicao 



r/ = r,--R 



0 = 1,2 N) 

das particulas do sistema em relacao ao CM. A (8.2.9) da 



(8.2.10) 



JV JV N N N 

1=1 i=l 1=1 i=l - 1=1 



0 



(8.2.11) 



M 



o que se reduz a (8.1.18) para N = 2. 

Derivando em relacao ao tempo ambos os membros da (8.2.11), obtemos 




(8.2.12) 



o que generaliza a (8.1.13), ou seja: o CM e tambem o centro de momento: move-se como se o 
momento total P do sistema estivesse concentrado nele. Obtemos ainda da (8.2.11) 



JV 



m,- , 
dt 

i=i ;=i 



(8.2.13) 



que e a generalizagao da (8.1.19): o momento total do movimento interno do sistema (relativo 
ao CM) e nulo. 
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8.3 — Discussao dos resultados 

(a) O Prinripio de Conservacao do Momento 

As (8.2.8) e (8.2.12) 



_ p(ext) 

dt 



(8.3.1) 



ou seja, a taxa de variacao com o tempo do momento total de urn sistema de particulas e igual 
a resultante das forcas externas que atuam sobre o sistema. 

Por conseguinte, o anulamento da resultante das forcas externas e equivalente a 

conservacao do momento total do sistema: 



,-(ext) 



OhP=- constante 



(8.3.2) 



Em particular, isto sempre vale na ausencia de forcas externas, ou seja, para urn sistema 
isolado. 

Demonstramos assim o principio de conservagao do momento total para um sistema de 
particulas. Entretanto, a demonstracao baseou-se na hipotese de que as forcas internas sejam 
newtonianas, o que levou ao cancelamento da forca interna resultante (cf. (8.2.5)). Conforme 
ja foi mencionado, o resultado permanece valido envsituacoes bem mais gerais. 

A (8.3.2) leva a uma generalizacao da lei da inertia: se a resultante das forcas externas 
que atuam sobre o sistema se anula, o CM do sistema permanece em repouso ou em movimento 
retih'neo uniforme. 

Exemplo: Consideremos um par de particulas de 
massas m^ e m 2 ligadas por uma mola e colocadas 
sobre uma superficie horizontal (Fig. 8.4). Inicialmen- 
te, o sistema e mantido em repouso, com a mola com- 
primida. Que acontece quando soltamos as particulas? 

Podemos nos limitar apenas as forcas horizontals (na 
direcao vertical, as forcas-peso sao equilibradas pelas 
reacoes normais da superficie). 

(i) Suponhamos primeiro que o atrito com a superficie horizontal e desprezi'vel. Neste caso, 
nao ha forcas externas horizontals, e as forcas internas (interacao entre as particulas 
atraves da mola) sao newtonianas. Logo, podemos aplicar os resultados acima: o CM do 
sistema, inicialmente em repouso, permanecera em repouso. As particulas se deslocarao 
em sentidos opostos, com velocidades V! e v 2 tais que 



Vi 


1 

o 


2 


/////////////////////////////////// 



Figura 8.4 Particulas ligadas por mola 
sobre uma superficie. 



P = m 1 v 1 +m 2 v 2 =0 



:vi = 



Eh 

m-i 



(8.3.3) 



ou seja, as magnitudes das velocidades adquiridas sao inversamente proporcionais as 
massas: a particula de massa maior se move com velocidade menor. 

Qual e a relacao entre as energias cineticas das duas particulas? Usando a (8.3.3), obtemos 
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Logo, as energias cineticas tambem sao inversamente proporcionais as massas. 

Como nao ha atrito, a energia total se conserva, e o sistema de duas parti'culas 
permanecera em oscilacao (movimento interno), aproximando-se e afastando-se do CM 
enquanto este permanece em repouso. 

(ii) Suponhamos agora que o coeficiente de atrito \i com a superficie horizontal seja o mesmo 
para as duas parti'culas e * 0. Neste caso, a energia se dissipa e as parti'culas vao-se 
freiando. Que acontece como o momento total? 

As forcas de atrito sobre 1 e 2 tern sentidos opostos (porque Vi e v 2 tern sentidos opostos), 
e suas magnitudes respectivas sao \lui^ g e \im 2 g. Logo, se m x = m 2 , a resultante das forcas 
externas continua se anulando, e o CM ainda se mantem em repouso: as duas parti'culas vao 
sendo freiadas simetricamente, com \ t = - v 2 a cada instante. 

Entretanto, se * m 2 , isto nao mais acontece. F (ext) * 0, e o CM do sistema de duas 
parti'culas se deslocaria sobre a superficie horizontal. 

Por outro lado, convem observar que ainda poderiamos aplicar a conservacao do 
momento se o sistema fosse devidamente ampliado. Suponhamos, por exemplo, que a 
superficie sobre a qual se deslocam as parti'culas seja a superficie da Terra. Neste caso, 
poderiamos tomar como sistema total aquele formado pelas duas parti'culas mais a Terra. As 
forcas de atrito sao internas a este sistema, e poderiamos desprezar quaisquer forcas externas. 
Isto mostra que, no ultimo caso tratado [mi * m 2 ), se o CM do sistema de duas parti'culas se 
desloca para a direita (por exemplo), a Terra sofre um correspondente recuo para a esquerda, 
porque o CM do sistema total nao e afetado. E claro que a velocidade e energia cinetica 
associadas ao recuo da Terra sao extremamente pequenas, devido a sua enorme massa (cf. 
(8.3.3.), (8.3.4)). 

Consideracoes analogas se aplicam ao recuo de 
uma arma de fogo, por exemplo, um canhao de massa 
m 2 que dispara uma bala de massa m 1 (Fig. 8.5). Neste 
caso, as forcas internas sao forcas de origem qui'mica, 
associadas a combustao da polvora, que atuam no g 5 Recuo de canh _ a 

instante da explosao. 

A (8.3.2) implica que um sistema nao pode deslocar o seu CM sob a agao puramente de 
forcas internas. Cyrano de Bergerac, precursor da ficgao cienti'fica com sua "Viagem a Lua", 
que data do seculo 17, propos nessa obra, como metodo de propulsao espacial, sentar-se 
sobre uma placa de ferro e langar "para cima" um ima muito poderoso, que atrairia a placa, 
fazendo-a subir ate encontrar-se com ele, quando poderia ser novamente lancado... e assim 
sucessivamente! Que aconteceria com um viajante espacial que tentasse adotar este 
sistema? 

Se o CM nao se desloca sob a acao apenas de forcas internas, como conseguimos andar? 
Isto se deve exciusivamente ao atrito com o solo, unica forga externa capaz de nos irnpeiir na 
diregao horizontal. Ja vimos como o atrito e responsavel pelo deslocamento do CM de um 
sistema no exemplo 6 da pg. 78 (exemplo de Newton do cavalo) e no exemplo acima (pg. 
anterior). Mudamos nossa posicao relativa a Terra "empurrando-a para tras" e e o chao que 
nos impele para a frente. Sobre uma superficie muito lisa (gelo), podemos deslocar bracos e 
pernas em relacao ao CM de nosso corpo (movimentos internos ao sistema), mas andar se 
torna bem mais dificil (e seria impossivel na ausencia de atrito). 

A conservacao do momento, como a conservacao da energia, e um dos principios 
fundamentals da fisica, que se estende a situagoes muito mais gerais do que as consideradas 
ate aqui. Ambos permanecem validos, inclusive, na mecanica quantica. 
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(b) O movimento do CM 

Os resultados obtidos acima sobre o movimento do CM de um sistema de particulas, que 
o caracterizam como ponto representative do movimento do sistema como um todo, tern 
grande importancia na justificagao da consistencia do tratamento dado anteriormente. 

O fato de que o "movimento interno" e independente do movimento do CM permite-nos 
ignorar a estrutura interna do sistema e trata-lo como particula unica, por mais complicado 
que seja o movimento relativo ao CM. Um exemplo classico, analogo ao da pg: 150, e a explosao 
de uma granada lancada no ar, antes de atingir o solo: o CM dos fragmentos (que nao precisa 
coincidir com a posicao ocupada por nenhum deles) continua descrevendo uma trajetoria 
parabolica, porque a explosao representa o efeito puramente de forcas internas. A energia 
mecanica nao se conserva: sofre um aumento, devido a conversao da energia quimica 
armazenada em energia mecanica, mas a resultante das forcas externas e o movimento do 
CM nao se alteram. 

Se observarmos uma estrela dupla num telescopio cuja resolucao nao e suficiente para 
separar as duas estrelas que compoem o par, os resultados serao compativeis com a 
interpretacao em termos de uma particula unica. Aumentando a resolucao, perceberemos os 
movimentos internos, mas eles nao afetam a descricao anterior, que continua se aplicando ao 
CM. O mesmo Valeria para um aglomerado de estrelas. 

E gracas a este resultado, expresso pela (8.2.8) ou (8.3.1), que podemos tratar corpos 
macroscopicos como particulas, mesmo quandp suas dimensoes nao sao desprezfveis no 
contexto considerado, como foi feito em varios exemplos discutidos anteriormente. 

As leis da mecanica classica tern a propriedade de nao definirem nenhuma "escala de 
tamanho" absoluta. Se imaginarmos que um corpo e composto de um numero arbitrario de 
particulas de tamanho menor, as (8.2.8) ou (8.3.1) mostram que esse corpo como um todo, 
tratado por sua vez como uma particula, obedece as mesmas leis de movimento que cada 
uma das particulas que o constituem. Esta "invariancia de escala" mostra que os conceitos de 
"grande" e "pequeno" sao puramente relativos na mecanica classica. Conforme foi observado 
por Dirac, a introducao da mecanica quantica levou de certa forma a dar um sentido mais 
absoluto a esses conceitos, pois permitiu introduzir as dimensoes do atomo, dando assim um 
sentido bem definido a distincao entre "escala macroscopica" e "escala microscopica". 

Embora a separacao entre movimento do CM e movimento relativo ao CM (interno) 
tenha grande importancia e utilidade, e preciso ter cuidado ao tratar o movimento relativo ao 
CM. Se F (ext) = 0, o CM esta em repouso ou em movimento retilineo e uniforme com respeito 
a um sistema inercial, de forma que um referencial ligado ao CM e tambem inercial. Entretanto, 
isto nao e mais verdade quando F (ext) * 0 (como no exemplo da pg. 150): neste caso, se 
adotassemos um referencial ligado ao CM para descrever o movimento interno, tenamos de 
levar em conta os efeitos que aparecem em referenciais nao-inerciais e que vamos discutir 
posteriormente (Cap. 13). 

8.4 — Deter minacao do centra de massa 

A determinacao do CM de um sistema e grandemente facilitada pelo resultado que 
discutiremos a seguir. 

Suponhamos que um sistema de N particulas seja subdividido em duas partes: I (com N } 
particulas) e II (com N n particulas); temos entao N = JVj + N n . A (8.2.11) da 



N 



N 



N 




(8.4.1) 
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onde a primeira soma e estendida as parti'culas do subsistema I (massa total Mj) e a segunda 
as do subsistema II (massa total M n ). Por outro lado, se R ; e o CM do subsistema I e R {1 o CM 
do subsistema II, temos 



A/, 



N, 



(8.4.2) 



de forma que a (8.4. 1) da 



R= M J R f +M JJ R Jf 



Mj + M n 



(8.4.3) 



Logo, podemos substituir o subsistema I pela sua massa M } concentrada em Rj, o 
subsistema II pela sua massa M u concentrada em R//, e calcular depois o CM deste sistema de 
duas parti'culas equivalente. Como cada subsistema pode por sua vez ser subdividido em 
outros, o resultado se aplica a subdivisao de um dado sistema em um numero qualquer de 
subsistemas: na determinagao do CM de um sistema, qualquer parte dele pode ser substitmda 
por uma partkula de massa igual a dessa parte, colocada no CM da parte considerada. 

Exemplo: Vamos determinar o CM de um sistema de tres parti'culas de mesma massa m nao- 
alinhadas. 

As parti'culas ocupam vertices de um triangulo 
? x ? 2 P3. Podemos substituir 0 par (P^ P 2 ) por uma 
parti'cula de massa 2m no centro 0 do lado P^ P 2 (Fig. 
8.6). O CM desta massa 2m em O e da massa m restan- 
te em P 3 esta sobre 0 seg mento P 3 0, a uma distan- 
cia 1/3 de O, onde I = P 3 0 (veja o ex. no final da pag. 
151). 

Note que P 3 0 e a mediana relativa ao lado P\ P 2 . 
0 CM tambem tern de estar sobre as medianas 
relativas aos outros dois lados (por que?). Logo, ele e 
0 ponto de intersecgao das tres medianas, que esta 
situado nos 2/3 de cada uma a partir do vertice 
correspondente, o que concorda com um teorema de 
geometria bem conhecido. 

Distribuigao contmua de materia: Podemos pensar 
numa distribuicao continua de materia como caso 
limite de um sistema de parti'culas, decompondo-a 
primeiro em um numero finito de porcoes, tais que a 
porcao i tern volume AV, e massa Am, (Fig. 8.7). Para 
AV, suficientemente pequeno, podemos representar 
esse volume por uma "parti'cula equivalente" de vetor 
de posicao r,-, e o vetor de posicao do CM e dado por 




Figure 8.6 CM de B particulas de mesma 
massa, 




Figure 8.7 Elemento de volume. 



i 



(8.4.4) 



Passando ao limite em que 0 numero de subdivisoes cresce indefinidamente e cada Am, 
0, vem 
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(8.4.5) 



onde as integrals sao estendidas a toda a distribuicao (j dm = M, a massa total). A (8.4.5) 
tambem se escreve 
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|Rdm = jrdm {J, 



r'dm = 0 



(8.4.6) 



onde r' = r-Reo vetor de posicao do elemento de 
massa dm situado no ponto r em relacao ao CM (Fig. 
8.8). A (8.4.6) e a generalizacao da (8.2.11) a uma distri- 
buicao conti'nua de massa. 

Se AV ; e urn pequeno volume em torno do ponto 
r e Am, a massa correspondente, 



Figura 8.8 CM de distribuicao conti'nua 
de massa. 



lim 



J 



dm 
~dV 



= p(r) 



(8.4.7) 



e a densidade do corpo no ponto r. Vamo-nos limitar em geral a corpos homogeneos, ou seja, 
de densidade p = constante. Neste caso, a massa de um volume qualquer do corpo e diretamente 
proporcional a esse volume. 

Um caso particular e uma placa de espessura constante e delgada, que podemos tratar 
praticamente como uma distribuicao superficial de massa, em que (para uma placa homogenea) 
a massa de uma porcao qualquer da placa e diretamente proporcional a sua area. Podemos 
tambem considerar um fio de seccao transversal constante e pequena como uma distribuicao 
linear de massa: a massa de uma porcao de um fio homogeneo e proporcional ao seu 
comprimento. 

Elementos de simetria: Se uma distribuicao homogenea de massa tern um centro de simetria, 
ele e tambem o CM da distribuicao. Com efeito, pela definicao de centro de simetria, para 
cada elemento de massa da distribuicao existe outro da mesma massa, simetrico em relacao 
ao centro. Logo, se r' e o vetor de posicao de um elemento de massa dm em relacao ao centro 
de simetria, existe outro de mesma massa e vetor de posicao - r', o que leva ao cancelamento 
da integral (8.4.6), propriedade caracten'stica do CM. 

Exemplos: O CM de um segmento de reta (fio) homogeneo e o seu ponto medio; para um anel 
circular, e o centro do anel (este e mais um exemplo de que o CM de um corpo nao precisa ser 
um ponto desse corpo). 

O CM de uma placa retangular ou circular homogenea e o centro da placa. O CM de um 

naralplpm'npHn rptnnnnln mi pcfpra hnmnnpnpa p n rpntm 



Mas geralmente, se uma distribuicao de massa tern qualquer elemento de simetria, como 
um eixo ou piano de simetria, o CM esta situado sobre esse elemento. Note que nao e a figura 
geometrica que corresponde ao corpo que precisa ser simetrica, e sim a distribuigao das massas: 
para cada porcao de massa, tern de haver outra identica e simetricamente situada. 

Exemplo 1: Placa triangular: O CM de uma placa triangular homogenea tern de estar sobre a 
mediana CM^ relativa ao lado AB (Fig. 8.9). Com efeito, essa mediana e um eixo de simetria da 
distribuicao de massa (embora nao seja um eixo de simetria do triangulo como figura 
geometrical). Para ver isso, basta imaginar o triangulo subdividido em um numero muito 
grande de fitas paralelas a base AB: a mediana CM^ divide ao meio a massa de cada fita, de 
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modo que e um eixo de simetria da distribuicao. 
Analogamente, o CM tem de estar sobre as outras 
duas medianas BM 2 e AM 3 , de modo que e o ponto de 
interseccao das medianas, situado nos 2/3 de cada 
uma delas (cf. pg. 157). 

Exemplo 2: Placa trapezoidal: O CM de um trapezio 
ABCD tem de estar sobre o segmento Mj M 2 que une 
os pontos medios das bases do trapezio (Fig. 8.10), 
porque ele e um eixo de simetria da distribuicao. Por 
outro lado, se Q e o CM do triangulo ABD (situado 
aos 2/3 de DM^), e C 2 e do o CM triangulo BCD (situado 
aos 2/3 de BM 2 ), o CM do trapezio tem de estar sobre 
o segmento C\ C 2 (por que?). 0 CM e portanto a 
interseccao de Q C 2 com M 2 . - ^ . 




Flgura 83 CM de placa triangular. 
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Figura 8.10 CM de placa trapezoidal. 



8.5 — Massa variavel 

Os resultados da pag. 156 parecem implicar que o deslocamento de um corpo so e possivel 
se existem forcas externas capazes de impulsiona-lo Assim, somos capazes de caminhar porque 
empurramos o solo para tras e o atrito com o solo nos impele para a frente; o atrito com a 
estrada impele o automovel; o atrito com os trilhos impulsiona o trem, etc... Entretanto, existe 
outro metodo de propulsao de grande importancia pratica, exemplificado pelo recuo do canhao 
mencionado a pg. 155: mesmo na ausencia de atrito com o solo, o canhao se deslocaria para 
tras ao disparar a bala. Isto e possivel porque a massa inicial (canhao + bala) diminui apos o 
disparo, e so consideramos o deslocamento do canhao (o CM do sistema canhao + bala 
permanece em repouso). Assim, se a massa de um corpo e variavel ele pode ser impulsionado 
sob a acao puramente de forcas internas. E o que acontece com um balao que sobe descartando 
lastro. 

Suponhamos que, num instante t, um astro- 
nauta estivesse flutuando no espaco, longe da agao 
de qualquer campo gravitacional (F (extJ = 0). Ele 
se estaria deslocando com movimento retilineo 
uniforme de velocidade v em relacao a um refe- 
rential inercial (Fig. 8.11) Oxyz. O astronauta 
segura um revolver, e no instante t dispara uma 
bala de massa 5m. Se a massa do astronauta + 
revolver (vazio) em r a massa inicial do sistema e 

M(t) = m + Sm (8.5.1) 

Seja -v e a velocidade em que a bala escapa 
em relacao ao revolver. A velocidade v 2 da bala 
em relacao ao referential inercial se obtem apli- 
cando a (3.9.2), onde vj = v e v 12 = -v e , o que da 




Figura 8.1 1 Prindpio do foguete. 



v 2 = v t + v 12 = v-v e 



(8.5.2) 
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Num instante t + Af apos o disparo, a massa do astronauta + revolver e 

M{t + At) = m (8.5.3) 

e sua velocidade e 

v(t + At) = v + Av (8.5.4) 

Na Fig. 8.11, todas as velocidades foram tomadas como colineares, e os sinais nas 
definicoes acima sao tais que v, 8m, v e e Av seriam todos positivos. 

Como F {ext) = 0 por hipotese, o momento total do sistema, P, se conserva. Temos 

P(t) = (m + 8m)v (8.5.5) 

P{f + At) = m( v + Av) + 5m( v - v e ) (8.5.6) 
de forma que a conservacao do momento implica 

0 = AP = P(t + At) - P(t) = mAv - 5mv e (8.5.7) 

o que da 

Av = — v e (8.5.8) 

m 

Pelas (8.5.1) e (8.5.3), a variagao de massa do sistema cuja velocidade variou de Av e 

m(t + At)-m(f) = Art] = -8m (8.5.9) 

ou seja, e negativa (o sistema do astronauta perdeu a massa da bala). A (8.5.8) pode entao ser 
reescrita: 




(8.5.10) 

Num referencial ligado ao astronauta no instante t, a (8.5. 10) corresponde exatamente a 
(8.3.3): Av e a "velocidade de recuo", como no caso do canhao (pg. 155). 

A velocidade de ejecao da bala em relacao ao revolver, v e , e uma caractenstica do revolver 
(carga de polvora). Assim, se o astronauta disparasse mais uma bala no instante f + Af, a 
velocidade da bala em relacao ao revolver continuaria sendo -v e , embora sua velocidade em 
relacao ao referencial inercial, em lugar da (8.5.2), passasse a ser v + Av - v e . 

Suponhamos agora que o astronauta substitua o revolver por uma pistola de jato, que 
ejete material {agua ou um gas) continuamente. Neste caso, a massa do astronauta (nela 
compreendida a da pistola) variaria continuamente com o tempo, e poden'amos chamar de 
m(t) a massa no instante t. Supomos que a velocidade de ejegao - v e em relacao a pistola e uma 
caractenstica da mesma, que permanece constante. 

A (8.5.10), que se aplica a variagao de velocidade Av do astronauta durante um intervalo 
de tempo At, permite chegar a equacao de movimento do astronauta: 

Av Am , 0 ,,,, 
m — = v P (8.5.11) 

At At e 

Passando ao limite em que At -» 0, obtemos finalmente 

(8.5.12) 



dv 


dm 


dm 


m — = ma = - 




= 1F^ 


dt 


-at v * 



onde lembramos que - v e = v rel e a velocidade relativa do jato de material em relacao a pistola. 
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A taxa de variagao da massa com o tempo dm/dt (< 0) e um dado do problema. Se, por 
exemplo, dm/dt e constante durante um certo periodo e v e tambem e constante, o 2.° membro 
da (8.5.12) equivale (no sentido de F = ma) a uma forca constante exercida sobre o astronauta. 
Esta "forca" chama-se o empuxo devido a ejecao de massa. 

Entretanto, como m - m{t) e variavel na (8.5.12), o 2.° membro nao corresponde a taxa de 
variacao temporal do momento do astronauta. Com efeito, como pit) = m(f) v(r) e a expressao 
do momento, temos 



dp d . . dv dm 
-— = — mv - m — + — -v 

dt dt dt dt 



(8.5.13) 



usando a regra de calculo da derivada de um produto de funcoes. Logo, a (8.5.12) leva a 

(8.5.14) 



dp dm, , dm f . 

dF = dF. (v - v - )= ^r (v+Vrei) 



onde a expressao entre parenteses, pela (8.5.2), representa a velocidade da massa ejetada em 
relacao ao referencial inercial adotado. Neste referencial, o 2.° membro da (8.5.14) tambem 
equivale a uma forca, no sentido de F = dp/dt. 

Se, alem das forcas internas ja consideradas, existem tambem forcas externas F (ext) agindo 
sobre o sistema de massa variavel, basta acrescenta-las as (8.5.12) e (8.5.14): 



dv dm 
m — = — v 

dt dt 
dp _ dm 
~dt~~dt 



rel 



+ F 



(ext) 



(v + v (rel) ) + F 



(ext) 



(8.5.15) 



Embora deduzida no caso particular do astronauta, a equacao de movimento de um 
sistema de massa variavel, em qualquer das duas formas (8.5.15), se aplica a situacoes bem 
mais gerais. Nestas expressoes, v re i sempre representa a velocidade, relativa ao sistema de 
massa variavel, dos elementos de massa dm dele removidos (ou a ele acrescentados, num 
caso em que a massa esteja crescendo). 



8.6 — ApUcacao ao movimento de um foguete 

As equacoes de movimento acima se aplicam ao movimento de um foguete: m[t) representa 
a massa total do foguete (incluindo o combusti'vel) no instante t, v rel = - v e a velocidade de 
ejecao dos gases em relacao ao foguete, que e constante para um dado tipo de combusti'vel. 

Vamos considerar apenas o movimento do foguete na regiao bem acima da atmosfera, 
onde a resistencia do ar e desprezi'vel, admitindo tambem que as forcas gravitacionais sao 
despreziveis, de modo que 

F (extJ = 0 (8.6.1) 

Suponhamos que o foguete comeca a queimar combusti'vel quando sua velocidade e v ; e 
a massa m, (valores iniciais), e queima ate atingir uma massa final m f . Qual e a velocidade 
final Vy correspondente? 

Para obter o resultado, basta conhecer a taxa de variacao da velocidade com a massa 
instantanea, que e dada pela (8.5.12): 



dm 

d\ = v, 

m 



(8.6.2) 
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Como v e e constante durante o periodo de ignicao, obtemos, integrando ambos os 
membros entre os valores inicial e final, 



Jdv = V/ -v,=-v e J^ 



-v e lnm 



m, 



= v e (lnm, -[nm f ] 



(8.6.3) 



m,- 



ou seja, finalmente, 




(8.6.4) 



Como m, > m f , o logaritmo (In indica o logaritmo natural ou neperiano) e positive ou 
seja, a variacao de velocidade devida a ignicao tern a direcao e sentido de v e (opostos a 
velocidade de ejecao dos gases), correspondendo ao recuo. 

Suponhamos, para simplificar, que v, e paralelo a v e , o que, pela (8.6.4), implica que o 
mesmo vale para v f (subida vertical do foguete, por exemplo). A (8.6.4) da entao 
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(8.6.5) 



onde e = 2,71828 e a base do sistema de logaritmos naturais. 

A diferenca m, - m f representa a massa de combusti'vel queimado, e%ea "massa util" 
apos a ignicao; o quociente m, /m/da massa total inicial pela massa util final chama-se "relacao 
de massas", e a (8.6.5) mostra que essa relacao cresce exponencialmente a medida que se 
procura aumentar a velocidade final atingida, ou seja, quanto maior v f , menor a carga util m f 
que atinge esta velocidade final. 

Assim, para obter um incremento de velocidade igual a velocidade de escape dos ga- 
ses, V/- V/ = v e , a (8.6.5) mostra que a relacao de massas e igual a e ~ 2,72 , ou seja, a carga util 
e -1/3 da total. Para v f - v, = 2 v e , a relacao e de e 2 = 7,4, e para v f - v,= 3 v e/ ela e de e 3 « 20, 
ou seja, neste ultimo caso, apenas 1/20 da massa do foguete apresenta carga util. 

Na pratica, procura-se obter um compromisso entre os objetivos de maximizar a 
velocidade atingida e a carga util. E muito dificil construir uma estrutura capaz de armazenar 
as imensas quantidades de combusti'vel necessarias e resistir aos impactos da aceleracao da 
partida para valores da relacao de massas superiores a -10, de modo que usualmente esta 
relacao corresponde av f - v, - 2v e . 

Os combusti'veis mais empregados sao o querosene (com oxigenio h'quido como agente 
oxidante), que da v e « 2,7 km/s « 10.000 km/h, e o hidrogenio h'quido (com oxigenio lfquido), 
que da v e ~ 3,2 km/s ~ 13.000 km/h. Estes valores de v e correspondem a combustao na atmosfera; 
para combustao no espaco (em alto vacuo), atingem-se valores de v e de 10% a 20% maiores, 
aproximadamente. 

Para chegar ate a Lua, e necessario atingir uma velocidade muito proxima da velocidade 
de escape (7.5.30), que e mais de 3 vezes maior que o valor maximo de v e alcancavel com os 
combusti'veis acima. Logo, isto nao teria sido praticavel com um foguete de um so estagio. 

A vantagem de construir um foguete de varios estagios e que isto permite, na passagem 
de um estagio ao seguinte, descartar a carcaca do estagio anterior, que constitui um peso 
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morto consideravel (tanques de combustivel e motores), partindo de uma nova massa inicial 
bem menor e de uma nova velocidade inicial igual a velocidade final do estagio anterior. 

Assim, para um foguete de 2 estagios, o ganho de velocidade no IP estagio e, pela (8.6.4) 



v / i-v /1 = v e In 



(8.6.6) 



onde m ;1 e a massa total inicial e m n a massa apos a queima do combustivel. Sem 0 ea massa 
da carcaga do 1.° estagio, que e descartada, a massa inicial do 2? estagio e 



m j2 =m n -m 0 



(8.6.7) 



e sua velocidade inicial e v i2 = v fV de modo que 



v f2 ~v n = v e In 



f \ 



(8.6.8) 



onde m f2 , e a massa final do 2.° estagio. 



0 ganho total de velocidade nos dois estagios e obtido somando membro a membro as 
(8.6.7) e (8.6.8) 



v,2 - v it = v e In 



f \ 



(8.6.9) 



Se a massa m 0 nao tivesse sido descartada, teriamos, pela (8.6.7), para o argumento do 
In, em lugar da (8.6.9), 
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o mesmo resultado que se obteria num foguete de um so estagio de mesmas massas inicial e 
final. Comparando as (8.6.9) e (8.6.10), vemos que a vantagem de ter dois estagios resulta de 

ser 



m l2 ^ m l2 +m 0 ^ 



jt]j 2 mj 2 +m 0 



(8.6.11) 



e ela e apreciavel, porque m 0 representa uma fracao apreciavel da massa total. 



A tabela a seguir da os valores de varias grandezas relevantes para o sistema Saturno V- 
Apolo empregado nas missoes lunares. 
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Componente 


Massa, Kg 
fva7iol 

\ V u\Lil\J J 


Massa de 
combusti'vel 
fKal 


Massa 
total 
fKa) 


Tempo de 
ignigao 
(s) 


Empuxo 
(Kaf) 


Fungao 


1° estagio 


140.000 


2.000.000 
(querosene 
+ 0 2 liquido) 


2.140.000 


140 


3.400.000 


De 0 ate 
8.000 Km/h 

a 65 Km 
de altitude 


2.° estagio 


36.000 


420.000 
(H 2 liquido 
+ 0 2 liquido) 


456.000 


370 


450.000 


De 8.000 
a 24.000 
Km/ha 
180 Km de 
diuiuue 


3.° estagio 


10.000 


105.000 ' 
(H 2 liquido 
+ 0 2 liquido) 


115.000 


475 


90.000 


Injegao em 
orbita lunar 
a 40.000 
Km/h. 


Annlo 

(modulo lu- 
nar, modulo 
de comando 
e modulo de 
servico) 


12 000 


11 000 
(combustiveis 
liquidos 
e solidos) 


23 000 




10.000 


Missoes 
lunares; 
retorno 
a Terra 



A massa total do sistema e de ~ 2.700.000 kg; o foguete tem 120 m de altura e 5 m de raio. 

E instrutivo verificar a consistencia da tabela acima com as formulas obtidas (faca isso!). 
Os valores de dm/dt podem ser calculados dividindo a massa de combusti'vel de cada estagio 
pelo tempo de ignicao correspondente. O empuxo {dm/dt) v e (cf. (8.5.12)) se obtem levando 
em conta os valores de v e dados a pg. 162 para os diferentes combustiveis, bem como a 
variacao de v e conforme a altitude em que a combustao ocorre, tambem ja mencionada. 

A velocidade final atingida pelo 1° estagio e muito inferior a que resultaria da (8.6.8). Isto 
se deve, naturalmente, ao fato de que na (8.6.8) nao foram levados em conta forcas externas 
(cf. (8.6.1)), e a resistencia do ar, bem como a forca-peso gravitacional, reduzem 
consideravelmente a velocidade atingida antes que o foguete alcance altitudes maiores. 

PROBLEMAS DO CAPTTULO 8 

1. Dois vei'culos espaciais em orbita estao acoplados. A massa e um deles e de 1.000 kg e a 
do outro 2.000 kg. Para separa-los, e detonada entre os dois uma pequena carga explosiva, 
que comunica uma energia cinetica total de 3.000 J ao conjunto dos dois vei'culos, em 
relacao ao centra de massa do sistema. A separacao ocorre segundo a linha que une os 
centros de massa dos dois vei'culos. Com que velocidade relativa ele se separam um do 
outro? 

2. Um atirador, com um rifle de 2 kg apoiado ao ombro, dispara uma bala de 15 g, cuja 
velocidade na boca da arma (extremidade do cano) e de 800 m/s. (a) Com que velocidade 
inicial a arma recua? (b) Que impulso transmite ao ombro do atirador? (c) Se o recuo e 
absorvido pelo ombro em 0,05 s, qual e a forca media exercida sobre ele, em N e em kgf? 
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3. Urn canhao montado sobre uma carreta, apontado numa direcao que forma urn angulo 
de 30° com a horizontal, atira uma bala de 50 kg, cuja velocidade na boca do canhao e de 
300 m/s. A massa total do canhao e da carreta e de 5 toneladas. (a) Calcule a velocidade 
inicial de recuo da carreta. (b) Se o coeficiente de atrito cinetico e 0,7, de que distancia a 
carreta recua? 

4. Uma patinadora e urn patinador estao-se aproximando urn do outro, deslizando com 
atrito desprezivel sobre uma pista de gelo, com velocidades de mesma magnitude, igual 

n n t; m /c trio tom c;n Vn rawna uma hnla Hp Un p natina rmma direcao 10° a leste da 

C4 \Jf\J 111/ O. LjIU LVjIH UU -l^y/ VUl * w y ** *^^rj.« «w " ;-J — |— -» - "5 

direcao norte. Ele tern 51 kg, dirige-se para 10° a oeste da direcao norte. Antes de colidirem, 
ela lanca a bola para ele, que a apanha. Em conseqiiencia, passam a afastar-se urn do 
outro. Ela se move agora com velocidade de 0,51 m/s, numa direcao 10° a oeste da direcao 
norte. (a) Em que direcao se move o patinador depois de apanhar a bola? (b) Com que 
velocidade? (c) Qual foi o momento transferido da patinadora para o patinador? (d) Com 
que velocidade e em que direcao a bola foi lancada? [Note que a deflexao das trajetorias 
produzida pela troca da bola e analoga ao efeito de uma forca repulsiva entre os dois 
patinadores. Na fisica das particulas elementares, a interacao entre duas particulas e 
interpretada em termos de troca de uma terceira partlcula entre elas]. 

5. Urn remador de 75 kg, sentado na popa de uma canoa de 150 kg e 3 m de comprimento, 
conseguiu traze-la para uma posicao em que esta parada perpendicularmente a margem 
de urn lago, que nesse ponto forma urii barranco, com a proa encostada numa estaca 
onde o remador quer amarrar a canoa. Ele se levanta e caminha ate a proa, o que leva a 
canoa a afastar-se da margem. Chegando a proa, ele consegue, esticando o braco, alcancar 
ate uma distancia de 80 cm da proa. Conseguira agarrar a estaca? Caso contrario, quanto 
falta? Considere o centro de massa da canoa como localizado em seu ponto medio e 
despreze a resistencia da agua. 

6. No fundo de uma mina abandonada, o vilao, levando a mocinha como refem, e perseguido 
pelo mocinho. O vilao, de 70 kg, leva a mocinha, de 50 kg, dentro de urn carrinho de 
minerio de 540 kg, que corre com atrito desprezivel sobre urn trilho horizontal, a velocidade 
de 10 m/s. O mocinho, de 60 kg, vem logo atras, num carrinho identico, a mesma 
velocidade. Para salvar a mocinha, o mocinho pula de urn carrinho para o outro, com 
uma velocidade de 6 m/s em relacao ao carrinho que deixa para tras. Calcule a velocidade 
de cada urn dos carrinhos depois que o , mocinho ja atingiu o carrinho da frente. 

7. Urn gafanhoto, pousado na beirada superior de uma folha de papel que esta boiando 
sobre a agua de urn tanque, salta, com velocidade inicial de 4 m/s, em direcao a beirada 
inferior da folha, no sentido do comprimento. As massas do gafanhoto e da folha sao de 
lg e de 4g, respectivamente, e o comprimento da folha e de 30 cm. Em que dominio de 
valores pode estar compreendido o angulo 0 entre a direcao do salto e a sua projecao 
sobre a horizontal para que o gafanhoto volte a cair sobre a folha? 

8. Urn rojao, lancado segundo urn angulo de 45°, explode em dois fragmentos ao atingir 
sua altura maxima, de 25 m; os fragmentos sao lancados horizontaimente. Urn deles, de 
massa igual a 100 g, cai no mesmo piano vertical da trajetoria inicial, a 90 m de distancia 
do ponto de langamento. O outro fragmento tern massa igual a 50 g. {a} A que distancia 
do ponto de lancamento cai o fragmento mais leve? (b) Quais sao as velocidades 
comunicadas aos dois fragmentos em conseqiiencia da explosao? (c) Qual e a energia 
mecanica liberada pela explosao? 

9. Uma mina explode em tres fragmentos, de 100 g cada urn, que se deslocam num piano 
horizontal: urn deles para oeste e os outros dois em direcoes 60° ao norte e 30° ao sul da 
direcao leste, respectivamente. A energia cinetica total liberada pela explosao e de 4.000 
J. Ache as velocidades iniciais dos tres fragmentos. 
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10. Uma barra cih'ndrica homogenea de 3 m de 
comprimento e dobrada duas vezes em angulo 
reto, a intervalos de 1 m de modo a formar tres 
arestas consecutivas de um cubo (Fig.). Ache as 
coordenadas do centro de massa da barra, no 
sistema de coordenadas da figura. 
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11. (a) Ache as coordenadas do C M (centro de mas- 
sa) da placa homogenea OABCD indicada na 
figura, dividindo-a em tres triangulos iguais. (b) 
Mostre que se obtem o mesmo resultado cal- 
culando o CM do sistema formado pelo quadra- 
do OABD e pelo triangulo BCD que dele foi 
removido, atribuindo massa negativa ao 
triangulo. 
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12. Calcule as coordenadas do CM da placa homo- 
genea indicada na figura, um ci'rculo de 1,0 m de 
raio do qual foi removido um ci'rculo de 0,5 m de 
raio, com uma separacao de 0,25 m entre os 
centros OeO' dos dois circulos. 




13. Num lancamento do foguete Saturno V (veja tabela da pg. 164) sao queimadas 2.100 
toneladas de combusti'vel em 2,5 min, gerando um empuxo de 3,4 x 10 7 N. A massa total 
do foguete com sua carga e de 2.800 toneladas. (a) Calcule a velocidade de escape do 
combusti'vel empregado. (b) Calcule a aceleracao inicial do foguete na rampa de 
lancamento. 

14. Utilizando os dados da tabela da pg. 164, calcule, para o 3.° estagio do sistema Saturno V 
- Apolo: (a) a velocidade de escape dos gases de combustao; (b) o incremento de velocidade 
produzido por este estagio, na ausencia de forcas externas. A diferenca entre o resultado 
e os valores da tabela pode ser atribui'da a essas forcas (gravidade e resistencia atmosferica 
residuais). 

15. Um aviao a jato viaja a 900 km/h. Em cada segundo, penetram nos jatos 150 m 3 de ar que, 
apos a combustao, sao ejetados com uma velocidade de 600 m/s em relacao ao aviao. 
Tome a densidade do ar como 1,3 kg/m 3 . (a) Calcule o empuxo exercido sobre o aviao em 
N e em kgf. (b) Calcule a potencia dos jatos, em W e em hp. 

16. Uma corrente de massa igual a 750 g e 1,5m de comprimento esta jogada no chao. Uma 
pessoa segura-a por uma das pontas e suspende-a verticalmente, com velocidade 
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constante de 0,5 m/s. (a) Calcule a razao entre a forca exercida pela pessoa no instante 
final, em que esta terminando de tirar a corrente do chao, e a forca que teve de exercer 
no instante inicial. (b) Qual e o trabalho realizado? 

17. Um encantador de serpentes, tocando sua flauta, faz uma serpente de comprimento \ e 
massa m, inicialmente enrodilhada no chao, elevar gradualmente a cabeca ate uma altura 
h < I do chao. Supondo a massa da serpente uniformemente distribuida pelo seu corpo, 
quanto trabalho foi realizado pela serpente? 

18. Uma goti'cula de agua comeca a formar-se e vai-se avolumando na atmosfera em torno 
de um nucleo de condensacao, que e uma particula de poeira, de raio desprezivel. A gota 
cai atraves da atmosfera, que supomos saturada de vapor de agua, e vai aumentando de 
volume continuamente pela condensacao, que faz crescer a massa proporcionalmente a 
superffcie da gota. A taxa X de crescimento da massa por unidade de tempo e de superficie 
da gota e constante. (a) Mostre que o raio r da gota cresce linearmente com o tempo, (b) 
Mostre que a aceleracao da gota, decorrido um tempo t desde o instante em que ela 
comecou a se formar, e dada por 



onde v e a velocidade da gota no instante i (desprezando o efeito da resistencia do ar). (c) 
Mostre que esta equacao pode ser resolvida tomando v = at, e determine a constante a. 
Que tipo de movimento resulta para a gota? 

19. Um caminhao-tanque cheio de agua, de massa total M, utilizado para limpar ruas com 
um jato de agua, trafega por uma via horizontal, com coeficiente de atrito cinetico ^i c . Ao 
atingir uma velocidade v 0 , o motorista coloca a marcha no ponto morto e liga o jato de 
agua, que e enviada para tras com a velocidade v e relativa ao caminhao, com uma vazao 
de X litros por segundo. Ache a velocidade v[t) do caminhao depois de um tempo t. 

20. Uma nave espacial cilindrica, de massa M e comprimento I, esta flutuando no espaco 
siderai. Seu centra de massa, que podernos tornar corno o seu ponto medio, e adotado 
como origem O das coordenadas, com Ox ao longo do eixo do cilindro. (a) No instante t 
- 0, um astronauta dispara uma bala de revolver de massa m e velocidade v ao longo do 
eixo, da parede esquerda ate a parede direita, onde fica encravada . Calcule a velocidade 
V de recuo da nave espacial. Suponha que m « M, de modo que M ± m ~ M. (b) Calcule 
o recuo total AX da nave, depois que a bala atingiu a parede direita. Exprima-o em funcao 
do momento p transportado pela bala, eliminando da expressao a massa m. (c) Calcule o 
deslocamento Ax do centro de massa do sistema devido a transferencia da massa m da 
extremidade esquerda para a extremidade direita da nave, (d) Mostre que AX + Ax = 0, e 
explique por que este resultado tinha necessariamente de ser valido. 

(e) Suponha agora que o astronauta, em lugar de um revolver, dispara um canhao de 
luz laser. O pulso de radiacao laser, de energia E, e absorvido na parede direita, 
convertendo-se em outras formas de energia (termica, por exemplo). Sabe-se que a 
radiacao eletromagnetica, alem de transportar energia E r tambem transporta 
momento p, relacionado com E por: p = E/c, onde c e a velocidade da luz. Exprima a 
resposta do item (b) em termos de E e c, em lugar de p. 

(f) Utilizando os itens (c) e (d), conclua que a qualquer forma de energia E deve estar 
associada uma massa inercial m, relacionada com E por E = mc z . Um argumento 
essencialmente identico a este, para ilustrar a inercia da energia, foi formulado por 
Einstein (veja Fisica Basica, vol. 4). 
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COLISOES 



9.1 — Introducao 



Uma colisao entre duas parti'culas e urn processo em que uma e lancada contra a outra, 



A // 



podendo trocar energia e momento em cuiistrqiieiiua de sua interacao. as particuias podem 
ser corpos macroscopicos ou pertencer a escala atomica ou subatomica. O resultado da colisao 
pode ser extremamente variado. Podem emergir as mesmas duas parti'culas, caso em que o 
processo e chamado de espalhamento. Por outro lado, pode emergir um sistema muito 
diferente: uma so parti'cula (como no exemplo da experiencia 3, pg. 75), duas parti'culas 
diferentes das iniciais (reacoes qui'micas, reacoes nucleares) ou mais de duas particuias 
(fragmentacao, colisoes de alta energia entre ''particuias elementares"). 

Estudando os parametros que caracterizam os produtos da colisao e sua dependencia 
dos parametros caracten'sticos (tais como energia e momento) das particuias incidentes, obtem- 
se informacoes importantes sobre a natureza das interacoes entre as parti'culas, interacoes 
estas responsaveis pelo proprio processo de colisao. Quase tudo que sabemos sobre as 
interacoes entre particuias subatomicas resultou do estudo de processos de colisao entre 
elas. Experimentalmente, prepara-se um feixe de particuias num acelerador e com elas se 
bombardeia um "alvo" que contem o outro parceiro na colisao, estudando-se os produtos da 
colisao com o auxilio de detetores. Recentemente, tambem foram desenvolvidas novas tecnicas 
que permitem lancar um feixe de particuias aceleradas contra outro feixe. 0 estudo das colisoes 
tornou-se hoje em dia um dos campos centrais de atividade em toda a fisica. 

Alem de ser praticamente o unico metodo de investigacao experimental disponivel das 
interacoes entre parti'culas subatomicas, o tratamento teorico dessas interacoes tambem e 
formulado atualmente, em grande parte, em termos de colisoes. 

O que caracteriza um processo de colisao? 0 
ponto de partida e uma configuragao initial (Fig. 9.1, 
ou seja, "antes da colisao" em que as duas parti'culas 
ainda nao entraram em colisao, ou seja, em que a 
interacao entre elas e desprezi'vel. Por conseguinte, 
elas se movem como parti'culas livres, com movimento 
retilineo uniforme, sendo caracterizadas pelas suas 
massas e m 2 e momentos iniciais p-i, e p 2 „ respec- 
tivamente {ou velocidades vi,- = Pi/m^ e v 2i = P2f/f%). 
Esta imph'cita nessa descricao a ideia de que as forcas 
de interacao entre as parti'culas decrescem com sufi- 
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Configuragao inicial 



Figura 9.1 Configuracao inicial de uma 
colisao. 
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Figura 9.2 Eta pa intermediaria. 



ciente rapidez, quando aumenta a distancia entre elas, 
para que a interacao seja desprezivel na configuragao 
initial, mesmo que para isso esta configuracao tenha 
de ser extrapolada a distancias muito grandes ("infi- 
nitas"). O processo de colisao tern lugar numa etapa 
intermediaria, quando as particulas penetram na "re- 
giao de interacao" (Fig. 9.2). 

mnfinnraran fina/ (Fin Q 3V nn spia "ripnnis 

da colisao", as particulas resultantes ja se afastaram 
suficientemente da regiao de colisao para que sua 
interacao seja novamente desprezivel, movendo-se co- 
mo particulas livres, caracterizadas por suas massas 
e momentos finais. 0 problema fundamental da teoria 
das colisoes consiste em obter a configuracao final a 
partir da configuracao inicial. Para isto, e necessario, 
em printipio, conhecer as forcas de interacao entre 
as particulas. Na pratica, se essas forcas nao sao bem 
conhecidas, tem-se muitas vezes o problema inverso, 
de obter informacao sobre as interacoes a partir dos 
resultados da colisao. 

Historicamente, o estudo dos processos de coli- 
sao foi proposto pela Royal Society de Londres em 1668, poucos anos apos a sua fundacao. 
Resultados importantes, tanto experimentais como teoricos, foram obtidos pouco depois por 
John Wallis, Sir Christopher Wren e Christian Huygens. 

Para fixar ideias, podemos pensar em processos de colisao em que as interacoes sao 
devidas a forcas de contato (como nos exemplos da pg. 74), mas isto nao e de forma alguma 
necessario (as deflexoes podem ser produzidas por forcas eletricas ou gravitacionais, por 
exemplo). Conforme vamos ver, muitos resultados podem ser obtidos exclusivamente a partir 
dos principios de conservacao de momento e energia, independentemente do conhecimento 
das forcas de interacao. E tambem por esta razao que tais resultados permanecem validos 
para particulas atomicas ou subatomicas, as quais os principios de conservacao tambem se 
aplicam. 



Configuratjao final 



•P3/ 



m 4 



Figura 9.3 Configuracao final da colisao. 



9.2 — Impulso de uma forca 

Ja vimos que as forcas de contato que atuam 
durante uma colisao (de dois discos ou bolas de bilhar, 
de uma raquete de tenis com a bola, de um bate- 
estacas com a estaca) sao forcas extremamente 
intensas, que atuam durante um intervalo de tempo 
extremamente curto, o "tempo de colisao". 0 efeito 
de uma tal forca impulsiva pode ser medido atraves 
do impulso que produz. Para defini-lo, consideremos 
o exemplo de uma colisao frontal entre duas bolas de 
bilhar (Fig. 9.4). As equacoes de movimento sao 



(9.2.1) 
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Figura 9.4 Colisao frontal. 



dt M " tllJ dt 
onde as forcas de contato F 1(2) e F 2(t) , que obedecem a 3. a lei de Newton, atuam durante o 
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intervalo de tempo extremamente curto (t„ t f ) = (f, = instante inicial; t f = instante final) 

Integrando ambos os membros da (9.2.1) em relacao ao tempo desde t, ate t f , obtemos 

Jlit~ dt = J ^ = P1/ " Pl ' = APl = j Fl(2)dt = "J F 2(D df = ~ A P2 < 9 - 2 - 2 > 

n P 1 ' f , tf 

De forma geral, para uma forca F qualquer, a integral 



(9.2.3) 



chama-se impulso da forca F durante o intervalo de tempo (f jV t f ). Vemos pela (9.2.3) que o 
impulso de uma forca aplicada a Uma particula durante (f„ t f ) e igual a variagao do momento da 
particula durante esse intervalo. Podemos comparar este resultado com a (7.2.8), onde o trabalho 
(integral espacial da forca) aparece em lugar do impulso (integral temporal), e a variagao de 

energia cinetica em lugar da variacao de momento 
(cf. a observacao a pg. 109 sobre as diferentes medidas 
de uma forca). 

A variacao temporal da magnitude caracteristica 
de uma forca impulsiva esta ilustrada na Fig. 9.5. Se 
F(t) tern direcao e sentido constantes, a area debaixo 
dessa curva (area hachurada) representa o impulso 
da forca. Como ja vimos a pg. 75, a (9.2.2) corresponde 
Figure 9.5 Forca impulsiva. k conservagao do momento na colisao: 




APl = Pl/ " Pl/ = "AP 2 = ~(P 2/ - P 2j ;) => P J =P 1 , +P 2 , =Pl / + P 2/ = P/ 



(9.2.4) 



onde P, e o momento inicial total eP/O momento final total. No caso considerado, ela decorre 
imediatamente do fato de se tratar de um sistema isolado: as forcas responsaveis pela colisao 
sao forcas internas. Entretanto, o resultado ainda seria valido em boa aproximacao neste 
caso, mesmo que levassemos em conta forcas "externas como a gravidade e o atrito, 
simplesmente porque tais forcas tern usualmente magnitude desprezi'vel em confronto com 
as forcas de contato, extremamente intensas, desenvolvidas durante a colisao de duas bolas 
de bilhar. 

Exemplo: Suponhamos que o bate-estacas da Fig. 6.7 tenha uma massa m = 1 ton (10 3 kg) 
e sua altura inicial seja z 0 = 5 m. Qual o impulso transmitido a estaca pela sua queda? 

A velocidade v com que a estaca e atingida e dada pela formula de Torricelli: 



v = ^2gi 0 
g = 10 m/s 2 J 



v = ^2x10x5 m / s = 10 m / s 



Logo, na (9.2.3), temos p, = mv, p f = 0 (a colisao com a estaca freia o bloco), o que da para 
o impulso transmitido a estaca (igual e contrario ao que e perdido pelo bloco) 

Ap = 10 3 kgxl0m/s = 10 4 kg m/s 

Podemos estimar a duracao da colisao como At-t f - 1, ~ 10~ 2 s. Qual e a forca de contato 
media F exercida pelo bloco sobre a estaca durante a colisao? Temos 
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Ap - FAt 



F = AP 



1CT 



At 10" 2 



N = 10 N 



Como 1 kgf = 10 N, vemos que F ~ 10 5 kgf, ou seja, a forca de contato e equivalente ao 
peso de uma massa de -100 toneladas! 



9.3 — Colisoes elasticas e inelasticas 

A energia total do sistema sempre se conserva numa colisao, como em qualquer processo 
fisico, embora parte da energia mecanica possa converter-se em outras formas de energia, 
como o calor. Entretanto, mesmo nas colisoes em que a energia mecanica se conserva (forcas 
de interacao conservativas), parte da energia cinetica pode converter-se em energia potential, 
ou vice-versa. 

No exemplo de dois discos ou bolas de bilhar que colidem frontalmente com velocidades 
opostas (experiencia 1, pg. 74), que acontece? Durante o tempo de colisao, que e uma fracao 
de segundo, a energia cinetica das parti'culas se converte em energia potencial elastica associada 
a deformacao da superficie de contato, como numa mola comprimida. Terminado esse periodo, 
a energia potencial elastica acumulada volta a converter-se em energia cinetica — como numa 
mola comprimida que volta a se distender — separando os dois corpos. No caso limite ideal 
da pg. 74, as parti'culas voltam a se afastar com velocidades opostas, de mesma magnitude 
que as iniciais. Logo, a energia cinetica final e igual a energia cinetica inicial. Uma colisao em 
que isto acontece chama-se colisao elastica. Qualquer outra colisao e uma colisao inelastica. 
Note que, numa colisao inelastica, a energia cinetica final pode ser menor ou maior que a 
inicial. Urn exemplo em que e maior e a explosao de uma granada ao colidir com o solo. Neste 
caso, energia qui'mica armazenada no explosivo se converte cm energia cinetica dos 
fragmentos. 

A colisao entre duas bolas de bilhar nao e perfeitamente elastica. Quando elas se chocam, 
ouvimos um som: logo, parte da energia e convertida em vibracoes, que dao origem a ondas 
sonoras. Ha tambem um (ligeiro) aquecimento da superfine de contato, ou seja, conversao 
parcial de energia mecanica em calor. Entretanto, a perda total de energia cinetica e pequena 
— tipicamente, da ordem de 3% ou 4%, e podemos despreza-la com boa aproximagao, tratando 
a colisao como se fosse elastica. 



9.4 — Colisoes elasticas unidimensiottais 

Consideremos duas parti'culas que se movem ao longo de uma reta e colidem elasticamente 
(por exemplo, colisoes frontais entre dois discos ou bolas de bilhar). Sejam m t e m 2 as massas, 
e vi/ e v 2j as velocidades iniciais antes da colisao. A velocidade relativa deve satisfazer a condigao 

v lj -v 2/ >0 (9.4.1) 
para que haja colisao; supomos que esta condicao e satisfeita. 

Supomos ainda, em todos os problemas de colisao que vamos tratar, que as parti'culas 
estao sujeitas apenas as forcas internas de interacao que atuam durante a colisao, de modo 
que o momento total do sistema se conserva: 



Pi = Pii + flz,- =Pi f +Pzf = Pf (9- 4 * 2 ) 



Como por hipotese a colisao e elastica, a energia cinetica total tambem se conserva. Convem 
exprimi-la em termos dos momentos das parti'culas. Para isto, notamos que, nao apenas no 
caso unidimensional, mas de forma geral, temos, para uma parti'cula, 
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p = mv { v = p/m 

T = - mv 
2 



T 1 P' 

T = -m— 



m 



ou seja, 




(9.4.3) 



^ »-* u/vpi u j juu uu ^nviyiw v./iii^u^u Lime* yjiAi li^hici tin miiyau UC lllUUld 1 IKJ c iiictddd.. 



A conservagao da energia cinetica na colisao da entao 



j = Plf | P2/ = Pi/ | P2f = j 
J 2m 1 2m 2 2m 1 2m 2 ; 



(9.4.4) 



Dada a configuracao inicial (p ljV p 2/ ), as (9.4.2) e (9.4.4) sao duas equacoes nas duas 
incognitas [pyr, p^) , que determinam a configuracao final. 

Para resolve-las, reescrevemos a (9.4.2) sob a forma 



P 2 f ~ P 2 i = Pli ~ P\f 

e a (9.4.4) sob a forma 

2 2 2 2^1 

P 2/ -p 2 , =^p t/ -p lf J 

onde introduzimos o parametro adimensional 



(9.4.5) 



(9.4.6) 




(9.4.7) 



Dividindo membro a membro a (9.4.6) pela (9.4.5), obtemos 

P2/+P2/=MPl;+Pl/) (9-4.8) 

As (9.4.5) e (9.4.8) constituem um sistema de duas equacoes lineares nas duas incognitas 
(p2]> Pzf)- Antes de resolve-las, notemos que a (9.4.8), e-xpressa em termos das velocidades das 
particulas, da 

_ m 2 



m 2 {v 2f + v 2/ ) = -^-m^Vy + v 1; ) 



ou seja 



v 2/ -v 1/ =-(v 2i -v 1/ ) 



(9.4.9) 



Isto significa que a vehcidade relativa entre as duas particulas se inverte em conseqiiencia 
da colisao, o que e caraclen'stico de uma colisao eiastica em uma dimensao. 

Resolvendo o sistema de equacoes (9.4.5) - (9.4.8), obtemos 




(9.4.10) 



Vemos que a configuracao final, neste caso, e inteiramente determinada pela configuracao 
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inicial e pela conservagao do momento e da energia cinetica, nao dependendo da natureza 
das forcas de interacao (desde que correspondam a um processo elastico). 

Tambem podemos escrever as (9.4.10) em termos das velocidades (bastando usar 
p = mv): 



v Xf = 



v 2f = 



m-, + m 2 
2m 1 



v lf + 



2m 5 



m A + m 2 

( \ 

m 1 + m 2 



'2i 



(9.4.11) 



v 



2i 



m 1 + m 2 
Casos particulares: 

(i) Massas iguais — Neste caso, pela (9.4.7), I = 1, e as (9.4.10) e (9.4.11) dao: 



(9.4.12) 



v 2f =v 



P\f = P2i 
J>Zf = P\i 

ou seja, as particulas trocam entre si os momentos e as velocidades. As experiencias 1 e 2 
da pg. 74 sao casos particulares desta situacao. 

(ii) Alvo em repouso — Conforme ja foi dito, esta e uma situagao comum, correspondendo a 

v 2/ = 0=p 2/ (9.4.13) 

o que elimina os ultimos termos do 2.° membro nas (9.4.11). Vejamos o que acontece, 
nesta situacao, em dois casos extremos. 

(a) n\\ « m 2 : As (9.4.11) dao, neste caso, 



v y - -v 



1/ 



v 2f ~ 2— L v v « v 



(9.4.14) 



1/ 



Logo, quando uma parti'cula muito leve colide com outra muito pesada em repouso, a 
particula leve e praticamente refletida para tras com velocidade igual e contraria a incidente, 
ao passo que a parti'cula pesada sofre um reouo com velocidade muito pequena (tanto menor 
quanto menor a razao das massas). Um exemplo e a colisao elastica de uma bola em queda 
livre com a superficie da Terra: o recuo sofrido pela Terra e desprezivel. 

A 2? das (9.4.14) da tambem 

P2f~2Pu (9-4.15) 

ou seja, o momento transferido ao recuo da parti'cula alvo e aproximadamente o dobro do 
momento incidente. Isto decorre da conservacao do momento e de ser P\j~- Pi,, ou seja, 
Ap 1 --2p ll , 

(b) m-! » m 2 : Neste caso, as (9.4.11) dao 



v 2/ -2v 1; - 



(9.4.16) 



Logo, na colisao elastica de uma parti'cula muito pesada com outra muito leve em repouso, 
a parti'cula pesada quase nao e freiada ("ignora" a presenca da outra parti'cula), mas a leve e 
lancada para a frente com aproximadamente o dobro da velocidade da particula incidente. 
Um exemplo e o que ocorre quando uma bola bate num dos pinos no jogo de boliche. 
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Aplicagao a moderagao de neutrons: Num reator nuclear, nucleos de U sofrem urn processo 
de fissao (fragmentacao em nucleos mais leves), com a liberacao de energia, quanto capturam 
neutrons, e alguns neutrons tambem sao emitidos pelo proprio processo da fissao, o que 
permite, em principio, produzir uma reacao em cadeia. 0 problema e que os neutrons 
produzidos na fissao sao rapidos, com uma energia media - 1 Me V, ao passo que os neutrons 
mais eficazes na producao de novas fissoes (captura pelo uranio) sao lentos. As velocidades 
de agitacao termica dos neutrons correspondem a energias de - 10~ 2 a 10 _1 eV. Logo, para 
que um reator possa funcionar, e preciso moderar (ou "termalizar") os neutrons, reduzindo- 
os as velocidades de equih'brio termico, atraves de colisoes com algum tipo de particulas- 
alvo, que podemos tratar como praticamente em repouso. Quais sao os alvos ideais para este 
fim? 

Pela (9.4. 16}, colisoes de neutrons rapidos com parti'culas muito mais leves, como eletrons, 
nao moderam os neutrons: so aceleram os eletrons. Por outro lado, pela (9.4.14), colisoes com 
alvos muito mais pesados, como nucleos de uranio, tambem nao moderam os neutrons: eles 
se "refletem", sem alterar praticamente a magnitude de sua velocidade. 

A situacao mais eficiente, do ponto de vista de moderacao, corresponderia a uma colisao 
frontal do neutron rapido com uma particula de massa aproximadamente igual, como o proton, 
em repouso. Neste caso, pela (9.4.12), o neutron transferiria quase toda a sua velocidade para 
o proton. Deste ponto de vista, o moderador ideal pareceria ser o hidrogenio. Infelizmente, 
isto nao e verdade, porque o hidrogenio tambem captura com grande eficacia neutrons lentos, 
removendo-os do ciclo de fissao. Os moderadores empregados na pratica sao entao nucleos 
de elementos leves que nao capturam os neutrons lentos de forma excessiva: deuterio (contido 
na agua pesada), ben'lio e carbono (sob forma de grafite ou na parafina). 

For^a media (pressao) exercida por um jato de areia: 

Consideremos um jato horizontal de areia, com 
n graos por segundo, todos de mesma velocidade v, 
que incide sobre um bloco pesado vertical (Fig. 9.6). 
Seja m a massa de cada grao. 

Suponhamos que a colisao entre cada grao de 
areia e o bloco seja elastica. Temos entao a situacao 
da (9.4.14), ou seja, cada grao e totalmente refletido 
Rgura 9.6 Pressao de um jato de areia. para tra ^ com ve locidade - v. 

Conforme vimos na (9.4.15), cada colisao transfere ao bloco um momento 

Ap = 2mv (9.4.17) 

Como neo numero medio de colisoes por segundo, a forga media F exercida pelo jato 
de areia sobre o bloco e a taxa de transferencia de momento por unidade de tempo, ou seja, 

F = nAp = 2mnv (9.4.18) 

Note que este e o valor medio temporal da for^a. 
A forga instantanea, como funcao do tempo, sofreria 
pequenas flutuacoes a cada colisao, conforme ilus- 
trado na Fig. 9.7, em torno do valor medio. Veremos 
depois (Vol. 2), ao estudar a teoria cinetica dos gases, 
que a pressao exercida por um gas sobre as paredes 
do recipiente pode ser interpretada de forma analoga 
a discutida neste exemplo. 




F 




Figura 9.7 Flutuacoes da forca. 
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9.5 — Colisdes unidimensionais totalmente inehisticas 



Como exemplo de colisao inelastica em uma dimensao, vamos considerar apenas uma 
colisao totalmente inelastica. Isto nao quer dizer que a energia cinetica final se anula, o que 
seria impossivel, mas que ela assuma o menor valor possi'vel, que e o valor da energia cinetica 
associada ao movimento do centro de massa. Com efeito, as forcas que atuam na colisao 
sendo forcas internas, o CM tern de permanecer em movimento retilineo e uniforme, e o 
valor minimo da energia cinetica e aquele correspondente a esse movimento. 

Vemos assim que, numa colisao totalmente inelastica, nao pode haver movimentos inter- 
nos (ou seja, relativos ao CM) apos a colisao: as parti'culas tern de se mover juntas, seu movimen- 
to coincidindo com o do CM. Logo, o prototipo da colisao totalmente inelastica e a experiencia 
3 da pg. 75: duas parti'culas de massas (m t , m 2 ) e velocidades iniciais {v^, v 2j ) passam a mover- 
se juntas apos a colisao, formando uma unica parti'cula, de massa + m 2 e velocidade final V/. 

A conservacao do momento da agora 



Pj - m^v^ + m 2 v 2i = (m t + m 2 )v f = P f 



o que determina v f : 



m t v ti + m 2 v 2i 



= v 



CM 



(9.5.1) 



(9.5.2) 



m 1 +m 2 

onde a ultima igualdade decorre da (8.1.15). Logo, a conservacao do momento basta para 
determinar a configuracao final de uma colisao totalmente inelastica, e o resultado concorda 
com as consideracoes acima. 



Apltca^ao ao pendulo balistico: 

Este aparelho, utilizado para medir a velocidade 
de balas de arma de fogo, consiste num bloco de 
madeira (massa m 2 ) suspenso por fios, de forma que 
possa oscilar como um pendulo. A bala (massa m t ) e 
disparada contra o bloco com velocidade v 1( horizon- 
tal a determinar. Aloja-se nele e o bloco sobe a uma 
altura de oscilacao maxima h, que e medida. O 
problema consiste em determinar a partir destes 
dados. 




Figura9.8 Pendulo balistico. 



A colisao totalmente inelastica da bala com o bloco dura um tempo tao curto que nao da 
tempo para o pendulo se elevar apreciavelmente nesse intervalo, de modo que podemos trata- 
la como um processo unidimensional. A (9.5.2), com v 2j = 0, da entao a velocidade do bloco + 
bala logo apos a colisao: 



v f = 1 v lf (9.5.3) 

A altura maxima a que o bloco se eleva em conseqiiencia da velocidade adquirida e dada 
pela "formula de Torricelli" 

v f =fegh (9.5.4) 
As (9.5.3) e (9.5.4) permitem determinar v 1( : 



m 1 



(9.5.5) 
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Exemplo: Para uma bala de massa = 10 g e um bloco de madeira de 4 kg, a altura h medida 
e de 5 cm. Qual a velocidade da bala? 

v = 1^.^2xl0x5xl0" 2 m/s = 400m/s 



9.6 — Colisoes elasticas bidimcnsionais 



No tratamento de colisoes em mais de uma dimensao, vamo-nos restringir ao caso em 
que o alvo esta em repouso. Ja vimos que e este o caso mais frequente na pratica, nas 
experiencias com aceleradores. Alem disso, se v 2 , e a velocidade do alvo antes da colisao, 
basta passar para um referencial em movimento com essa velocidade (que e tambem inercial) 
para reduzir a situacao a anterior, de forma que ela nao envolve restricao de generalidade. 

Para fixar as ideias, vamos ilustrar a situacao 
atraves da colisao de duas bolas de bilhar, com o alvo 
(massa m 2 ) inicialmente em repouso e a particula 
incidente (massa mi) tendo uma velocidade inicial v t/ . 
0 momento do sistema na configuracao inicial e entao 




P,=p lf =m 1 v ll - 



(9.6.1) 



Figura 9.9 Colisao tridimensional. 



Entretanto, para caracterizar a configuracao 
inicial, os dados acima nao sao mais suficientes. E 
preciso especificar ainda a que distancia a particula 
incidente passaria da outra se nao houvesse colisao. 
Essa distancia b chama-se o parametro de choque. Na 
Fig. 9.9, e a distancia entre a linha de movimento inicial 
do centro da particula incidente e o centro O do alvo. 
0 resultado da colisao e muito diferente conforme o valor de jb. Por exemplo, para b = 0, 
temos uma colisao frontal, que e essencialmente unidimensional; no exemplo acima, se b e 
maior que a soma dos raios das duas bolas, nao ha colisao. 

Se p v e sao os momentos finais das duas particulas, o momento do sistema na 
configuracao final e 

P f =p y + p 2f (9.6.2) 

e a conservagao do momento, P, = P/, juntamente com as (9.6.1) e (9.6.2), leva a 

Pii=Pi/+P2/ 0-6.3) 

Esta relacao mostra que os tres vetores 
pertencem ao mesmo piano, que se chama piano de 
colisao. Vamos adotar neste piano um sistema de 
coordenadas cartesianas Oxy com origem na posicao 
inicial do alvo e eixo Ox 1 1 p t/ (Fig. 9.9). A configuracao 
final e entao caracterizada pelas magnitudes p 1/7 
de p lf ep^e pelos angulos 0 t e G 2 que as direcoes 
desses vetores, respectivamente, fazem com Ox (Fig. 



Pi// 




\P2/ 


XT' 






Pu 



Figura 9.10 Momentos inicial e finais. 



9.9 e 9.10). 

Note que, embora no exemplo das bolas de bilhar a interacao seja de contato, isso 
absolutamente nao e necessario, e todos os conceitos e definicoes acima se aplicam igualmente 
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bem a colisoes em que as forcas de interacao atuam a 
distancia (Fig. 9.11), como as forcas eletromagneticas. 
Neste caso, 6-! e 0 2 sao as direcoes de movimento assin- 
toticas a que tendem as trajetorias curvih'neas das duas 
particulas na configuracao final. 

A (9.6.3) equivale a duas equacoes escalares para 
as componentes xey dos vetores: 



(9.6.4) 



p y cos0 1 + p 2/ cose 2 =p lj 
p lf sen6 1 - sen0 2 = 0 

As energias cineticas inicial e final sao dadas por 

2 

1 ' T _ Pi/ 



ffll 1 , 

Pi/ b ni2 


i n^Pi/ 


| 0 





Figura 9.1 1 Colisoes a distancia. 



2mi 



(9.6.5) 



j _ Pi/ + P2f 



2m x 2m 2 

Como estamos supondo a colisao elastica, temos T y = 7}, ou seja, 



(9.6.6) 



2 


2 


2 


Pi; . 




2m 2 







(9.6.7) 



As (9.6.4) e (9.6.7) sao tres equacoes escalares nas quatro incognitas py, p^, B\ e 0 2 . Is- 
to confirma o que dissemos acima: nao e possi'vel, em geral, determinar a configuracao fi- 
nal seni fornecer mais um dado (isto foi possi'vel no caso unidimensional porque 0 t = 0 ou jc e 
0 2 = 0 neste caso). 0 dado extra pode ser o parametro de choque b, se as forcas de interacao 
sao conhecidas, pois isto perrnite, ern principio, calcular as trajetorias. Podernos tambem 
definir a configuracao final considerada dando o valor de uma das incognitas, por exemplo 
0t, o que perrnite determinar as outras. 

Vamos considerar primeiro o caso particular de uma colisao elastica entre particulas de 
mesma massa. 



(a) Massas iguais 

Seja m t = m 2 = m. A (9.6.7) da entao 

Pi, 2 = Pif 2 + P?f 2 (9.6.8) 

Por outro lado, elevando ao quadrado ambos os membros da (9.6.3) (ou seja, tomando o 
produto escalar dos vetores por eles mesmos), vem 

Pi/ 2 =(Pi/ +P2/MP1/ +P2/)= Pi/ + P2/ + 2 Pi/ -P2/ (9.6.9) 

0 que, pela (7.1.4), nao passa da lei dos cossenos aplicada ao triangulo da Fig. 9.10. Comparando 
as (9.6.8) e (9.6.9), concluimos que (Fig. 9.9) 

p ir p 2/ =0 0i + 02=| (9.6.10) 
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(a (9.6.8) e o teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo da Fig. 9.10, que e retangulo). Logo, 
as direcoes de movimento de duas particulas de massas iguais, apos uma colisao elastica com 
uma delas inicialmente em repouso, sao perpendiculares. E facil verificar isto em fotos 
estroboscopicas de colisoes entre bolas de bilhar ou nas trilhas deixadas por protons em 
emulsoes fotograficas, em colisoes proton-proton. 

Este resultado pode ser compreendido de forma bastante simples atraves da analise da 
colisao no referenda] do centro de massa. Como o CM se move com movimento retilineo e 

i inifApmn octfl o nm roforonriol i r» a i a I a \ /oromnc rti io i i m q rrvlican Ho Hiiqc nartirnlac (r\ a r\ 

necessariamente de massas iguais) e descrita de forma particularmente simples nele. O 
referencial usado ate aqui, em que o alvo esta em repouso antes da colisao, e chamado de 
referenda} do laboratorio. Vamos indicar por linhas (') as grandezas referidas ao referencial 
do CM. 

Como o CM e tambem o centro de momento, temos (cf. (8.1.19)) 

Pi/ + Pii = Pi/ + P?/ = 0 (9.6.11) 

Logo, na configuracao inicial, vista do CM, as 
particulas se aproximam uma da outra ao longo do 
eixo x t com momentos iguais e contrarios, = - p^. 
Na configuracao final, vista do CM, elas se afastam 
uma da outra, tambem com momentos iguais e 
contrarios, = - py. Logo, se 0^ e o angulo entre p\ f 
e o eixo dos x (Fig. 9.12), o angulo 0£ entre e esse 
eixo vale k - Q\, ou seja, 

Figure 9.12 Referencial do CM. Q\+V 2 =k (9.6.12) 

Por conseguinte, a descricao da colisao no referencial do CM e bem mais simples, 
quaisquer que sejam m x e m 2 . 

Voltemos agora ao caso dem< l = m 2 = me vejamos como passar do referencial do CM ao 
referencial do laboratorio. Para simplificar, chamemos v tj de v t . A (9.5.2) mostra entao que 




(CM) 
m m 


(Lab.) 
m m 


o — ■< • 

}vi -jv, 


o ► • 

Vi 



CM 



_ V l 



(9.6.13) 



Figura 9.13 Velocidades iniciais nos dois 
referenciais. 



Logo, as velocidades v' relativas ao CM estao 
relacionadas com as velocidades v correspondentes 
no laboratorio por 




v- v 



CM 



= V-- 



, 1 
V = V + - V-, 

2 1 



(9.6.14) 



Figura 9.1+ Velocidades finais nos dois 
referenciais. 



A Fig. 9.13 ilustra o efeito desta transformacao 
sobre a configuragao inicial. 

A Fig. 9.14 mostra o efeito da mesma 
transformagao sobre a configuracao final. 

Como = |vy = V 2 Vi, o triangulo formado por 
v i// v cm e v i/ e isosceles. Logo, seus angulos da base 
sao iguais, e a figura 9.14 mostra que o valor comum 
desses angulos e 0<i. Analogamente, no triangulo 
isosceles formado por \y, \ CM e v^, os angulos da 
base tern o valor comum 0 2 . A figura mostra entao 
que 
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_ 1 

l 2 i 



1 

2 g 2 



(9.6.15) 



e a relacao entre os angulos de desvio no laboratorio e no referential do CM. As (9.6.15) e 
(9.6.12) dao entao 0 t + 0 2 = n/2, o que coincide com a (9.6.10). 

Para uma colisao com angulo de desvio 0^ as 
magnitudes dos momentos finais se obtem 
imediatamente do triangulo retangulo formado por 
Pii>Pi/ep2/ (Fig. 9.15): 

p 1/ = p ll cosG 1 
p 2/ = pjj sen^ 





^\P2/ 




02 /\ 


Pi/ 



(9.6.16) Figura 9.15 Momento para massas iguais. 



(b) Caso geral 

No caso geral em que m i e m 2 podem ser desiguais, a (9.6.7) se escreve 



2 { 2 2\ 
P2f =^Pl/ "Pi/ J 



(9.6.17) 



onde X e novamente definido pela (9.4.7). 
Por outro lado, a (9.6.3) da 



2 , , 2 2 2 



p 2/ =(p ll -p 1/ ) =p iy +p y -2p lj p 1/ cos0 1 



(9.6.18) 



o que tambem corresponde a lei dos cossenos no triangulo da Fig. 9.10. Igualando as (9.6.17) 
e (9.6.18), obtemos 



2 2 

(l + XJpif -2p 1 ,cos0 1 p 1/ +(1-X)p lj =0 



(9.6.19) 



Se definirmos a colisao dando o valor de 0! (cf. pg. 177), a (9.6.19) e uma equacao do 2.° 
grau para a determinacao da incognita p v . Como py = |p v |, a solucao so e aceitavel se for real 
e > 0. Para que as raizes da (9.6.19) sejam reais, devemos ter 



2 . 



- 4ac = cos' 0! - 4(1 - X £ )p t f = 4p 1; [cos 2 0 t - (1 - 1 2 )] > 0 

ou seja, cos 2 0 1 - 1 + A 2 = A 2 - sen 2 0 1 > 0 

As raizes da (9.6.19) sao 



cosO^cos 2 0 1 -(1-A 2 ) 



(9.6.20) 
(9.6.21) 

(9.6.22) 



mas so corresponde a uma solucao aceitavel uma raiz tal que Pi/> 0. 

(i) Se m 2 > ou seja, X > 1, a (9.6.21) e sempre satisfeita, qualquer que seja 0 lr 0 < 0 t < jc. Por 
outro lado, o radical da (9.6.22) e sempre > cos 0! para X > 1, de modo que so e aceitavel 
a solucao com sinal +. 

(ii) Se m 2 < m l7 ou seja, X < 1 , a (9.6.21) leva a 



sen 0! < sen 0 



1 max 



X = m 2 / m t < 1 



(9.6.23) 



ou seja, existe um valor maximo do angulo 0^ 0 t < B i max . Em particular, se X « 1, tambem 
e 9i max « 1/ ou seja, uma particula pesada que colide elasticamente com uma particula 
leve em repouso quase nao sofre deflexao. 
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Para X < 1, as duas raizes na (9.6.22) sao aceitaveis (dao pi/> 0); pode-se verificar que elas 
correspondem a valores diferentes de 0 2 (colisoes com parametros de choque diferentes). 

Para m 1 = m 2 (k = 1), a (9.6.15) mostra que qualquer colisao leva ambas as parti'culas 
somente ao hemisferio dianteiro (0 < 0i < rc/2; 0 < 0 2 < ti/2). 

9.7 — Colisoes inelasticas bidimensionais 

Consideremos agora uma colisao inelastica entre uma particula de massa m\ e momento 
inicial pi e um alvo de massa m 2 em repouso. Vamos supor que a configuracao final tambem 
contem duas parti'culas, mas que podem ser diferentes das iniciais, o que ocorre 
freqiientemente, por exemplo em muitas reacoes nucleares: Sejam m 3 e m 4 as massas das 
parti'culas finais, e p 3 e p 4 os momentos finals respectivos. 

Em lugar da (9.6.3), a conservacao do momento da agora 

Pi=P 3 +P 4 (9-7.1) 

0 raciocinio da pg. 176 permanece valido: temos 
ainda um piano de colisao, e o problema e bidi- 
mensional Seiam 0? e 0,t os anaulos entre as direcoes 
de movimento correspondentes a p 3 e p 4 e o eixo dos 
x, tornado na direcao de pt (Fig. 9.16). 

Uma vez que a colisao e inelastica, a grandeza 

Q = T f -T i = T 3 +T 4 -T^ (9.7.2) 

Figura 9.16 Colisao inelastica. ® * 0. Esta grandeza se chama o "fator Q" associado a 

colisao. Se Q < 0, parte da energia cinetica inicial e 
perdida, convertendo-se em outra forma de energia, e o processo se diz endoergico; se Q > 0, 
ha um ganho de energia cinetica, e o processo e exoergico. 

A medida do "Q" de uma reacao nuclear e um dado importante sobre a mesma. Em 
confronto com a situacao da Sec. 9.6, temos agora uma incognita adicional (Q), de modo que 
e preciso dar duas grandezas associadas a configuracao final para que as leis de conservacao 
de momento e energia a definam. E comum medir a energia cinetica de um dos produtos da 
reacao, por exemplo, T 3 , e o angulo de desvio 0 3 correspondente, utilizando estes dados para 
determinar Q. 

O analogo da (9.6.18) e agora 

Pi = (Pi - P 3 ) 2 = Pi + Pi - 2 PiPs cos0 3 (9.7.3) 

ao passo que a (9.6.7) e substitui'da pela (9.7.2). Vamos exprimir os resultados em termos de 
energias cineticas, usando a (9.4.3), que da 

p = V2mT (9.7.4) 

Note que temos de fazer a hipotese de que os produtos da reagao tern velocidades nao- 
relativisticas para que 0 tratamento seja valido; nas reacoes nucleares, esta hipotese e violada 
em muitos casos, mas pode ser aplicada a diversas reacoes. 

Substituindo a (9.7.4) na (9.7.3), obtemos 
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e a (9.7.2) da entao 




(9.7.6) 



que da o valor de Q em fungao dos dados obtidos na medida (T 3 , 9 3 ). 
Exemplo-. Consideremos a reacao nuclear 

d + d^p + t (9.7.7) 

onde deo deuteron (niicleo do hidrogenio pesado, H 2 , de massa m 1 ~ 2 u.m.a. (unidades de 
massa atomica), peo proton (massa m 3 » 1 u.m.a.) e t e o triton (nucleo do tritio, H 3 , isotopo 
instavel do hidrogenio de massa m 4 « 3 u.m.a.). 

Bombardeando um alvo de deuterio (em repouso) com um feixe de deuterons de energia 
T<i = 4 MeV, verifica-se que os protons que emergem a 90° da direcao do feixe incidente tern 
uma energia de 4 MeV. Qual e o Q da reacao (9.7.7)? 

Para obte-lo, basta substituir os dados na (9.7.6) 



e 3 = 90°=>cose 3 = 0 
T 3 = T x = 4 MeV 
nu 1 m A 2 



n\ 3 



Q 



3 



1 

3 



x4MeV =4 MeV 



Consideremos ainda uma reagao de captura, que e uma colisao totalmente inelastica, 
como as da Sec. 9.5, na qual as particulas emergem "grudadas" (por exemplo, n+p^d). Para 
um alvo em repouso, a conservacao do momento da 



m^Vj =(m 1 + m 2 )vy 
como na (9.5.3). A energia cinetica final e portanto 



m 1 +m 2 



(9.7.8) 



if = — (m 1 +m ? )\ f l - — 

onde Tj = V 2 mi vf e a energia cinetica inicial. 
Logo, o Q da reacao e dado por 



m-! + m 2 



(9.7.9) 



( 



ou seja, 



Q = - 



m 5 



m 1 + m 2 



T ; =- 



m< [ m 2 



(9.7.10) 



Vemos que uma reacao deste tipo e sempre endoergica (ha perda de energia cinetica), 
como era de se esperar. 

Conforme foi mencionado na Sec. 9.5, a (9.7.10) representa a maior perda possi'vel de 
cinetica, numa colisao entre duas particulas, compativel com a conservacao da energia cinetica 
do centra de massa do sistema, ou seja, deve representar a energia cinetica interna (do 
movimento relativo ao CM). Vemos na (9.7.10) que e a energia cinetica que teria uma parti'cula 
de velocidade v t e massa igual a m 1 m 2 /(m t + m 2 ) que se chama a massa reduzida do sistema. 
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PROBLEMAS DO CAPITULO 9 

1. Calcule a magnitude (em kgf) da forca impulsiva que atua em cada um dos exemplos 
seguintes: (a) Num saque de jogo de tenis, a bola, de massa igual a 60 g, e lancada com 
uma velocidade de 40 m/s; o tempo de contato com a raquete e da ordem de 0,005 s. (b) 
Um jogador de futebol cobra um penalti, chutando a bola com uma velocidade de 20 m/s. 
A massa da bola e de 450 g e a duracao do chute da ordem de 0,01 s. (c) Uma pessoa de 
80 kg pula do alto de um muro de 2,5 m de altura, caindo em pe (sem dobrar os joelhos). 
A duracao do impacto e de 0,01s. E melhor dobrar os joelhos! (d) Um carro de 1,5 tonelada, 
a 60 km/h, bate num muro. A duracao do choque e de 0,1 s. 

2. Na teoria corpuscular da luz, no seculo 17, imaginava-se um feixe de luz como constituido 
de corpusculos muito pequenos, movendo-se com velocidade muito elevada. A reflexao 
da luz num espelho seria produzida pela colisao dos corpusculos luminosos com o mesmo, 
de forma analoga a uma colisao elastica com uma parede impenetravel. Ao atravessar a 
superncie de separacao entre dois meios transparentes distintos (ar e agua, por exemplo), 
um corpusculo luminoso teria sua velocidade alterada pelo efeito de uma forca impulsiva 
normal a superficie de separacao, prosseguindo depois em seu movimento, livre da acao 
de forcas. Sejam 0-[, Q\ e 0 2 os angulos de incidencia, reflexao, e refracao respectivamente. 
Mostre que este modelo explicaria as leis da reflexao e da refracao: raios refletido e 
refratado no piano de incidencia, com 0^ = 0 l7 sen0!/sen0 2 = n 12 , e calcule o indice de 
refracao relativo n 12 do segundo meio em relacao ao primeiro em funcao das velocidades 
v<[ e v 2 dos corpusculos nos meios 1 e 2. A velocidade dos corpusculos seria maior no ar 
ou na agua? 

3. Considere a colisao elastica entre duas particulas de massas e m 2 que se movem em 
uma dimensao. (a) Verifique, a partir das (9.4.11), que a velocidade do CM se conserva na 
colisao. (b) Calcule as velocidades iniciais v\ ir v' 2i das duas particulas em relacao ao CM 
do sistema, exprimindo-as em funcao da velocidade relativa inicial v r/ da particula 2 em 
relacao a particula 1 e da massa total M = m 1 + m 2 . Qual e a relacao entre v^, e v n ? (c) Faca 
o mesmo para as velocidades finais v\ f e vy em relacao ao CM, com auxilio das (9.4.11). 
Qual e a relacao entre v' rf e v rf (a velocidade relativa final)? E entre v' rf e v' ri ? (d) Interprete 
os resultados de (a) a (c), descrevendo como ocorre a colisao vista do referencial do CM. 

4. Considere um sistema qualquer de duas particulas, de massas e m 2 e velocidades v<[ e 
v 2 . Sejam 7^ e T 2 as energias cineticas das duas particulas, e v r a velocidade relativa da 
particula 2 em relacao a particula 1. (a) Mostre que os momentos das duas particulas em 
relacao ao CM sao dados por: p\ = - \i\ r = - p 2 , onde |u = m 2 /M (com M = m t + m z ) 
chama-se a massa reduzida do sistema de duas particulas. Note que 1/jx = (l/m t ) + (l/m 2 ). 
(b) Mostre que a energia cinetica total e dada por Ti + T2 = T^ + T 2 + V 2 M\ 2 CMr onde T\ e 
T 2 sao as energias cineticas relativas ao CM e v CM e a velocidade do CM. (c) Mostre que 
a energia cinetica relativa ao CM (energia cinetica interna) e dada por T[ + T' 2 = V 2 |iVr. 
Combinando os resultados de (b) e (c), vemos que a energia cinetica total e a soma da 
energia cinetica associada ao movimento do CM, com massa igual a massa total mais a 
energia cinetica do movimento relativo, equivalente a de uma particula de massa igual a 
massa reduzida e velocidade igual a velocidade relativa. Mostre que, para um sistema 
isolado de duas particulas, a energia cinetica interna se conserva numa colisao elastica 
entre elas. Mostre que o fator Q de uma colisao inelastica (Sec. 9.7) e igual a variacao da 
energia cinetica interna. 
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5. Uma particula de massa m desloca-se com 
velocidade v em direcao a duas outras identicas, 
de massa m' r alinhadas com ela, inicialmente 
separadas e em repouso (veja fig.). As colisoes 
entre as particulas sao todas elasticas. (a) Mostre 
que, para m < m' havera duas colisoes, e calcule 
as velocidades finais das tres particulas. (b) Mostre que, para m > m", havera tres colisoes, 
e calcule as velocidades finais das tres particulas. (c) Verifique que, no caso (a), o resultado 
para a primeira e a terceira particula e o mesmo que se a particula intermediaria nao 
existisse. 

6. (a) Que fracao / da energia cinetica e transferida por uma particula de massa m, que se 
move com velocidade v, numa colisao frontal elastica com uma particula de massa m' 
inicialmente em repouso? Exprima o resultado em funcao da razao X = ni/m. Para que 
valor de X a transferencia e maxima, e quanto vale? (b) Coloca-se entre as duas particulas 
uma terceira, de massa m", em repouso, alinhada com m e m'. Mostre que a transferencia 
de energia cinetica de m para m' e maxima quando m" = Vm/n'. Mostre que, para m # m', 
a presenca da particula intermediaria possibilita transferir mais energia cinetica de m 
para ni do que no caso (a). 

7. Num brinquedo bem conhecido, uma serie de 
bolinhas metalicas identicas, suspensas por fios 
identicos presos a um suporte, estao inicialmente 
todas em contato. Se um determinado numero n 
de bolas e deslocado conjuntamente da posicao 
de equilibrio e solto (Fig.), o efeito da colisao com 
as demais e transferir a velocidade v com que 
colidem a um igual numero de bolas na outra 
extremidade, suspendendo-as. (a) Supondo que 
o efeito da colisao fosse transferir uma velocidade 
v' a n' bolas adjacentes situadas na outra 
extremidade, as colisoes sendo todas elasticas, 
mostre que se tern, necessariamente, n' = nev' = v. (b) Tomando n = 2, e supondo que o 
efeito da colisao fosse transferir velocidades Vi e v 2 as duas bolas situadas mais a direita 
(fig), mostre que, necessariamente v i = v 2 = v. 

8. Uma bala de 5g incide sobre um pendulo balistico de massa igual a 2 kg, com uma 
velocidade de 400 m/s, atravessa-o e emerge do outro lado com uma velocidade de 100 
m/s. Calcule a altura de elevacao do pendulo, desprezando a elevacao durante o tempo 
que a bala leva para atravessa-lo. Verifique a validade desta aproximacao. 

9. Durante a madrugada, um carro de luxo, de massa total igual a 2.400 kg, bate na traseira 
de um carro de massa total 1200 kg, que estava parado num sinal vermelho. O motorista 
do carro de luxo alega que o outro estava com as luzes apagadas, e que ele vinha reduzindo 
a marcha ao aproximar-se do sinal, estando a menos de 10 km/h quando o acidente 
ocorreu. A pericia constata que o carro de luxo arrastou o outro de uma distancia igual a 
10,5m, e estima o coeficiente de atrito cinetico com a estrada no local do acidente em 0,6. 
Calcule a que velocidade o carro de luxo vinha realmente. 
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10. 0 balconista de uma mercearia, para atender a um cliente que pediu 200 g de creme de 
leite fresco, coloca o recipiente vazio sobre uma balanca de mola, acerta o zero e despeja 
o creme sobre o recipiente desde uma altura de 75 cm. Depois de 2 s, com a balanca 
marcando 200 g, o balconista, mais que depressa, retira o recipiente de cima da balanca. 
Que quantidade de creme de leite o cliente realmente leva? 

11. Um caminhao carregado, de massa total 3 toneladas, viajando para o norte a 60 km/h, 
colide com um carro de massa total 1 tonelada, trafegando para leste a 90 km/h, num 
cruzamento. Calcule em que diregao e de que distancia o carro e arrastado pelo caminhao, 
sabendo que o coeficiente de atrito cinetico no local do acidente e 0,5. 

12. Uma particula de velocidade v 0 colide elasticamente com outra identica em repouso. No 
referencial do CM, a direcao de movimento e desviada de 60° em virtude da colisao. 
Calcule os angulos de deflexao, em relacao a direcao de movimento da particula incidente, 
e as magnitudes das velocidades das duas particulas apos a colisao, no referencial do 
laboratorio. 



13. Um atomo de hidrogenio, movendo-se com velocidade v, colide elasticamente com uma 
molecula de hidrogenio em repouso, sofrendo uma deflexao de 45°. Calcule: (a) a magni- 
tude da velocidade do atomo apos a colisao; (b) a direcao de movimento da molecula 
(com respeito a direcao inicial de movimento do atomo) e a magnitude de sua velocidade. 

14. Uma particula de massa m e velocidade inicial u colide elasticamente com outra de massa 
M, inicialmente em repouso no referencial do laboratorio. Apos a colisao, a particula de 
massa mjoi defletida de um angulo de 90°, e a magnitude da sua velocidade foi reduzida 
para uA/3, onde u = |u|. A particula de massa M emerge da colisao com velocidade de 
magnitude v, numa direcao que faz um angulo 9 com u. (a) Determine 8; (b) Calcule a 
razao X = M/m e o valor de v. (c) Determine os angulos 9' m e 9' M entre as direcoes de 
movimento finais de m e M, respectivamente, e a direcao de u, no referencial do CM. 

15. A descoberta do neutron pelo fisico ingles James Chadwick em 1932 baseou-se na seguinte 
observacao: o benlio, quando bombardeado por particulas alfa, produzia particulas 
neutras, de massa e velocidade desconhecidas. Quando estas particulas colidiam elasti- 
camente com protons, a velocidade maxima de recuo dos protons era de 3,3 x 10 7 m/s. 
Quando colidiam elasticamente com nucleos de nitrogenio (de massa *= 14 vezes a do 
proton), a velocidade maxima de recuo dos nucleos de nitrogenio era de 4,7 x 10 6 m/ s ± 
10%. Que podemos concluir destes dados sobre: (a) a razao da massa das particulas 
neutras desconhecidas para a massa do proton? (b) a velocidade das particulas desco- 
nhecidas? 

16. Qual e o angulo maximo de espalhamento elastico de uma particula alfa por um neutron 
em repouso? (massa da alfa = 4 x massa do neutron). Neste angulo, que fracao da energia 
cinetica incidente vai para o neutron de recuo, e qual e o angulo entre a direcao do recuo 
e a de incidencia? 
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17. Na reacao d + d^p + t cujo fator Q e de 4 MeV (Sec. 9.7), tem-se um feixe de d de 3 MeV 
incidente sobre um alvo contendo d em repouso. Tome as massas como sendo m p = 1 
u.m.a.(unidade de massa atomica), m d - 2 u.m.a. em t =3 u.m.a.. (a) Qual e a energia (em 
MeV) dos emergentes a 45° da direcao de incidencia? (b) Qual e a energia dos f associados 
a esses p? (c) Em que direcao emergem estes t, relativamente a direcao de incidencia? 

18. O espalhamento elastico de um proton por um nucleo aivo desconhecido em repouso e 
observado numa camara de bolhas, onde existe um campo magnetico perpendicular ao 
piano de movimento do proton. Verifica-se que o proton e desviado de 60° e que o raio 
de curvatura da sua trajetoria e reduzido por um fator de 0,946 em consequencia da 
colisao. Identifique o nucleo alvo. 



19. Um disco circular de raio a, que se desloca sobre 
um colchao de ar com velocidade v e atrito des- 
prezivel, colide com um disco identico em re- 
pouso. O parametro de choque e b (cf. Fig. e Sec. 
9.6). (a) Considere a colisao no referencial do CM. 
Levando em conta que a forca de contato entre 
os discos no instante da colisao esta dirigida 
segundo a linha que une os dois centros O e O', 
determine o angulo de que se desviam os 
momentos dos dois discos neste referencial. (b) 
Determine as diregoes e magnitudes das velo- 
cidades dos dois discos apos a colisao, no referencial do laboratorio. 




20. Para explicar a resistencia do ar (mais geralmente, de qualquer fluido) ao movimento de 
um corpo atraves dele, Newton propos o seguinte modelo. 0 fluido e imaginado como 
sendo composto de um grande numero (n por unidade de volume) de particulas em 
repouso, de massa m (muito pequena) cada uma. Quando o corpo, de massa M » m, se 
desloca com velocidade v atraves do fluido, ele vai colidindo com as particulas e vai-lhes 
transferindo momento dessa forma. A forea F de resistencia do fluido resultante e 
proporcional ao quadrado da velocidade. Calcule essa forca, se o corpo e uma placa de 
area A que se desloca perpendicularmente ao piano da placa, como funcao de A, v e da 
densidade p = nm do fluido. 
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Ao abordar o estudo da gravita^ao, estamos considerando uma das quatro unicas 
interacoes fundamentals conhecidas. Como vimos (Sec. 5.1), e de todas a mais fraca; usual- 
mente, so se manifesta de forma perceptivel na escala astronomica. Por isto, a evolucao da 
teoria da gravitacao sempre esteve diretamente ligada a historia da astronomia. A evolucao 
das ideias sobre o sistema solar desempenhou um papel especialmente importante. Vamos 
descreve-la sucintamente, a partir da mais remota antiguidade. 

10 J — As esferas celestes 

Ha dois aspectos das observacoes astronomicas que complicam consideravelmente sua 
interpreta^ao. Um deles e o fato de que os corpos celestes observados sao muito distantes da 
Terra (mesmo os mais proximos), de modo que usualmente so os vemos como pontinhos 
luminosos, e quando falamos de sua "posicao" referimo-nos em geral a diregao em que sao 
observados, sem que possamos estimar a sua distancia. E natural projetar essas direcoes 
sobre a "abobada celeste", uma esfera de raio muito grande, como se se tratasse de pontos 
sobre a superficie dessa esfera. 

A outra complica^ao e devida ao movimento 
de rotacao da Terra em torno do seu eixo. Somos 
observadores sobre uma especie de plataforma 
girante, como um carrossel, e os movimentos apa- 
rentes dos corpos celestes vistos da Terra refletem 
este movimento de rotagao. 

A figura 10.1 mostra a esfera celeste, que e a 
esfera de raio muito grande (muito maior que o 
raio da Terra) sobre a qual projetamos as posicoes 
observadas dos corpos celestes, com seus polos 
norte (PN) e sul (PS), projegoes dos polos cor- 
respondentes da Terra, e o equador celeste, 
proje^ao do da Terra sobre a esfera celeste. Consi- 
deremos um observador 0' na Europa, a cerca de 
45° de latitude norte, e o piano horizontal cor- 
respondente (tangente a Terra em O'), bem como 
sua projecao sobre a esfera celeste, o piano do 
horizonte. A figura mostra os pontos cardeais do 
observador nesse piano, N, S, E e W. A direcao N, 




Polo Norte 
da esfera celeste 




Polo Sul 
da esfera celeste 



Figura 10.1 Esfera celeste. 
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por exemplo, e aquela em que 0' se deslocaria para ir em direcao ao polo norte da Terra. A 
Terra gira em torno de seu eixo (direcao PS - PN) no sentido anti-horario. Isto produz urn 
movimento aparente do corpo celeste C (Fig. 10.1) sobre urn circulo Q C 2 C 3 na esfera ceJeste 
em sentido oposto, ou seja, horario. Sao circulos deste tipo que aparecem numa fotografia de 
longa exposicao do ceu noturno (pg. 13). O observador O' so ve C quando esta acima do seu 
piano do horizonte. Assim, se C e o Sol, por exemplo, O' o veria nascer em Q, descrever Q C 2 
C 3 , e por-se em C 3 ; a porcao C 3 Q, abaixo do horizonte, nao e vista. Note que somente corpos 
celestes situados sobre o equador celeste se erguem ao leste verdadeiro do observador e se 
poem exatamente a oeste. 

Em seu movimento circular aparente diario sobre a esfera celeste, o Sol nao retorna 
exatamente ao ponto de partida apos 24 hs. Isto pode ser observado a cada por de Sol, quando 
as estrelas aparecem: cada noite, o Sol se tera deslocado de aproximadamente 1° (cerca de 
duas vezes seu diametro aparente) em relagao as estrelas vizinhas no horizonte, descrevendo 
outro circulo (360°) na esfera celeste em um ano. 

Este circulo, que representa a orbita aparente 
do Sol na esfera celeste quando descontamos seu 
movimento diurno aparente, chama-se a ecliptica, 
e e descrito no sentido anti-horario (oposto ao do 
movimento aparente diurno), ou seja, cada.dia o 
Sol se poe um pouco mais ao leste. O piano da 
ecliptica (Fig. 10.2) esta inclinado de = 23V 2 ° em 
relacao ao do equador celeste, e corta o piano do 
equador nos pontes D e Y. Os dias em que o Sol 
esta nesses pontes da ecliptica sao os dois unicos 
dias do ano em que ele se ergue exatamente a leste 
e se poe exatamente a oeste. Sao tambem os dias 
em que o Sol passa tempos exatamente iguais 
acima e abaixo do horizonte, ou seja, em que a 
duracao do dia e iaual a da noite. Sao os dias 21 
de marco (Y) e 22 de setembro (D), que corres- 
pondent aos equinocios (no hemisferio norte, o 
primeiro e o de primavera e o segundo, o de 
outono; no hemisferio sul, e o contrario). 

O ponto Y, que se chama o IP ponto de Aries (a nota^ao corresponde ao si'mbolo do 
Zodiaco), define o analogo do meridiano de Greenwich para a esfera celeste. O analogo da 
latitude chama-se declinacao e varia de 0° a + 90° (PN) ou - 90° (PS); o analogo da longitude 
chama-se ascensao reta, e varia de 0° a 360° a partir de Y. 

Ha 5 planetas visiveis a olho nu, conhecidos desde a mais remota antigiiidade: Mercurio, 
Venus, Marte, Jupiter e Saturno. A palavra "planeta" se origina de uma palavra grega que 
significa "errante"; a razao e que, como o Sol e a Lua, os planetas descrevem orbitas aparentes 
adicionais sobre a esfera celeste depois de descontado o movimento diurno. Essas orbitas, 
que geralmente nao se afastam muito do piano da ecliptica, sao tambem descritas geralmente 
em direcao ao leste, ou seja, no sentido contrario ao do movimento diurno (como no caso do 
Sol). Sao orbitas fechadas, e o tempo que o planeta leva para voltar ao ponto de partida (visto 
da Terra!) chama-se o periodo sinodico correspondente: para Mercurio, e da ordem de 3 
meses; para Jupiter e Saturno, e de pouco mais de um ano. 

Ao contrario da ecliptica, as orbitas aparentes dos planetas podem se afastar bastante de 
orbitas circulares descritas com movimentos aproximadamente uniformes. Em certas epocas 
(para Mercurio, 3 vezes por ano), o planeta tern um movimento retrogrado, ou seja, "volta 




Circulo 

diurno aparente 
do Sol no ponto 
S da ecliptica 



Figura 10.2 A ecliptica. 
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para tras" (oeste), descrevendo uma especie de laco 
(Fig. 10.3). 

A ideia mais simples e provavelmente a mais 
antiga sobre o movimento aparente das estrelas e 
imaginar que a esfera celeste seja uma esfera mate- 
rial, a qual estao presos os corpos celestes, e que se 
encontra em rotacao uniforme em torno da Terra. 
Entretanto, este modelo nao explicaria o movimento 
irregular dos planetas. 

No principio do seculo IV A.C, Platao propos a 

Figura10.3 Movimento retrograde. ^ disdpulos um pro blema que teve grande 

influencia no desenvolvimento posterior das teorias sobre o sistema solar: "Quais sao os 
movimentos uniformes e.ordenados cuja existencia e preciso supor para explicar os 
movimentos aparentes dos planetas?" A ideia de Platao era de que todo o Universo deveria 
ser explicavel em termos de formas e figuras "perfeitas", como circulos e esferas, e de 
movimentos uniformes. 

Enquanto se tratava somente do movimento 
aparente diurno das estrelas, bastava imaginar uma 
"esfera terrestre" fixa e uma "esfera celeste' 7 concen- 
trica, girando uniformemente em torno da primeira. 
Entretanto, para explicar ao mesmo tempo os movi- 
mentos aparentes diurno e anual, por exemplo para o 
Sol, segundo o programa platonico, isso nao bastava. 
Eudoxo, discipulo de Platao, imaginou um sistema 
muito engenhoso; em lugar de duas esferas apenas, 
haveria diversas "esferas celestes" homocentricas, 
presas umas as outras de tal forma que lhes permitisse 
girar em torno de eixos diferentes (inclinados entre 
Figura 10.4 Esferas celestes e giroscopio. si) com movimentos uniformes de velocidades dife- 
rentes, como no sistema de suspensao de um 
giroscopio (Fig. 10.4). Assim, para o Sol, a esfera externa poderia representar o movimento 
de rotagao diurno; a interna, a qual o Sol estaria preso, giraria solidariamente com a externa, 
com seu eixo inclinado em relagao ao dela, mas ao mesmo tempo giraria em torno dele, 
correspondendo a rotacao anual (ecliptica). Para um planeta, haveria 3 ou 4 esferas, com 
eixos de inclinagao diferentes e com velocidades diferentes, o que permitia reproduzir inclu- 
sive os movimentos retrogrados. 

Eudoxo aparentemente nao pensava nas suas esferas como objetos fisicos reais, 
considerando-as apenas como artefatos matematicos. Entretanto, Aristoteles interpretou-as 
como objetos materials ("esferas cristalinas"), chegando finalmente a um gigantesco 
mecanismo formado por 55 esferas, todas movidas pela mais externa (o "Motor Primario"). 
Um sistema deste tipo serviu de base ao esquema do Universo descrito por Dante na "Divina 
Comedia". 

10.2 — Ptolomeu 

O modelo das esferas celestes continha uma contradigao seria com a experiencia: o brilho 
aparente dos planetas varia no decurso de suas orbitas, particularmente quando retrogridem, 
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6rbita do planeta 

V 



Planeta 




sugerindo que eles se aproximam e se afastam da Terra, o que seria incompati'vel com estarem 
se deslocando sobre uma esfera geocentrica (a distancia fixa da Terra). 

Os proprios astronomos gregos propuseram urn outro modelo, que nao sofria deste 
defeito. Ele foi proposto originalmente pelo grande astronomo grego Hiparco de Rodes, no 
seculo II A.C., e depois elaborado por Claudio Ptolomeu de Alexandria (seculo II A.D.). O 
modelo permanece fiel ao programa platonico, empregando somente figuras "perfeitas" — 
circulos — e movimentos uniformes. 0 modelo geocentrico de Ptolomeu permitiu reproduzir, 
com muito boa aproximacao, mesmo os aspectos mais complicados observados no movimento 
dos planetas. 

Como explicar o movimento retrogrado (Fig. 
10.3) em termos de movimentos circulares uniformes? 
A ideia basica e que a orbita do planeta em torno da 
Terra e a resultante de dois movimentos circulares 
uniformes acoplados. 0 planeta (mostrado nas 
posic^es sucessivas P Xf P 2 , P3 na figura 10.5) tern urn 
movimento circular uniforme sobre urn circulo 
("epiciclo") cujo centro (Q, C 2 , C 3 na figura), por sua 
vez, se move com movimento circular uniforme sobre 
outro circulo ("deferente") com centro na Terra. 
Orbitas deste tipo seriam descritas por um ponto 
preso na periferia de um disco em rotacao se 
transportassemos o toca-discos como um todo ao 
longo de uma trajetoria circular, com movimento 
uniforme. A figura mostra como se podem obter assim 
orbitas de planetas com movimento retrogrado. 
Vemos ainda que este ocorre na porcao do epiciclo 
interna ao deferente, ou seja, quando o planeta esta mais proximo da Terra, devendo entao 
seu brilho aparente ser maior durante o movimento retrogrado. Isto e precisamente o que se 
observa — o que constituiu um novo sucesso do modelo de Ptolomeu. 

Ptolomeu ainda teve de introduzir outras modifi- 
cacoes nesse esquema para explicar anomalias adi- 
cionais em alguns casos: a velocidade angular do 
centro do epiciclo em torno da Terra sofre pequenas 
variacoes, e o movimento retrogrado nao tern sempre 
0 mesmo aspecto e duracao. 

Ptolomeu mostrou que estas irregularidades 
podiam ser reproduzidas deslocando a Terra para uma 
posicao T excentrica, isto e, nao coincidente com o 
centro O do circulo deferente, e supondo que 0 centro 
C do epiciclo tern velocidade angular uniforme nao 
em relacao aOouT, mas com respeito a outro ponto 
E chamado "equante" (Fig. 10.6). 

Com essas adaptacoes, o modelo de Ptolomeu 
permitia descrever e prever as posicoes dos planetas com precisao notavel para a epoca: 
dentro de aproximadamente 2°. A sua obra, que representa o apogeu da astronomia antiga, 
pode assim prevalecer durante mais de 15 seculos. Entre os arabes, a obra de Ptolomeu tornou- 
se conhecida como 0 "Almagesto", o que significa "o maior dos livros". 



Figura 10.5 Explicacao de Ptolomeu do 
movimento retrogrado. 




Figura 10.6 O equante. 
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10.3 — Coper nico 

Nikolaus Koppernik (1473 - 1543) viveu na epoca do Renascimento e da Reforma, urn 
periodo turbulento, de grandes inovacoes em muitos campos, em que muitas autoridades 
anteriormente aceitas foram questionadas. As exploracoes dos grandes navegadores exigiam 
dados mais precisos e mostravam que havia erros na geografia de Ptolomeu — por que nao 
no resto de sua obra? Erros acumulados durante seculos demandavam uma reforma do 
calendario, tornando necessarios melhores conhecimentos de astronomia. 

A ideia de um sistema heliocentrico, ou seja, com 
o centra das orbitas circulares colocado no Sol em 
lugar da Terra, ja havia tambem sido proposta pelos 
astronomos gregos — em particular por Aristarco de 
Samos no seculo 3 A.C. A rotagao diurna aparente da 
esfera celeste em torno da Terra se explicaria pela 
rotagao da Terra, em sentido oposto, em torno de seu 
eixo (cf. pg. 186). Analogamente, seria a Terra que 
descreveria uma orbita circular em torno do Sol, e 
Figura10.7 Paralaxe estelar. naQ a reci 'p roc a. Entretanto, os astronomos gregos 

contemporaneos haviam refutado a teoria heliocentrica com base num argumento muito con- 
vincente: ausencia de qualquer observacao de paralaxe estelar (cf. pg. 11). Se a Terra se movesse 
em torno do Sol, o angulo 0 t entre as direcoes aparentes de duas estrelas fixas EeF vistas da 
Terra na posicao T t (Fig. 10.7) seria diferente em diferentes epocas do ano (0i * 6 2 na figura), 
e esse efeito de paralaxe nunca fora observado. Nao se concebia, naturalmente, que as estrelas, 
mesmo as mais proximas da Terra, estao tao distantes que o efeito e inobservavel a olho nu; 
mesmo com telescopios, so foi detetado em 1838. 

O grande tratado de Copernico "De Revolutionibus Orbium Celestium" ("Sobre as 
Revolucoes das Esferas Celestes", 1543), como o ti'tulo indica, era conceitualmente ainda 
bastante proximo da astronomia grega. O que ele procurou demonstrar foi que a principal 
vantagem do ponto de vista heliocentrico seria a de simplificar a descricao, explicando as 
mesmas observacoes anteriores atraves de movimentos ainda mais proximos do ideal 
platonico, sem utilizar, por exemplo, o artificio dos equantes de Ptolomeu. 

A passagem da descricao geocentrica a helio- 
centrica esta ilustrada na fig. ao lado para a orbita 
de Venus (V), que e um dos planetas internos, ou 
seja, situado entre a Terra (T) e o Sol (S). Vemos 
que, neste caso, o deferente e substitui'do pela or- 
bita da Terra em redor do Sol, e o epiciclo pela 
orbita de Venus em redor do Sol. E facil ver (veri- 
fique!) que, para um planeta externo, como Jupiter, 
os papeis do epiciclo e do deferente sao trocados. 
Figura 10.8 Sistemas geocentrico e Ai ja aparece uma das vantagens da descricao 

heliocentrico. heliocentrica: no sistema de Ptolomeu, os periodos 

associados ao deferente para os planetas internos 
e ao epiciclo para os externos eram todos iguais a um ano solar. Essa aparente coincidencia e 
imediatamente explicada pelo sistema heliocentrico: esses periodos nada mais sao do que a 
descricao geocentrica do periodo da Terra em sua orbita em torno do Sol. 

Outra grande vantagem do sistema heliocentrico e que ele permitiu a Copenico deduzir 
pela primeira vez a escala relativa das distancias dentro do sistema solar. No sistema 
geocentrico, a escala das distancias era arbitraria: so importava a razao entre os raios do 





(a) Geocentrico (b) Heliocentrico 
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epiciclo e do deferente, e nao os valores absolutos desses raios. Ja para Copernico os deferentes 
dos planetas internos e os epiciclos dos externos se transformavam todos na orbita da Terra 
em torno do Sol, cujo raio medio r T e hoje chamado de unidade astronomica (U.A., cf pg. 8), 
e se tornava possi'vel determinar os raios das demais orbitas planetarias com respeito a essa 
unidade. Vejamos como isto se faz. 

Os planetas internos nunca sao observados muito 
afastados do Sol, permanecendo sempre dentro de 
um angulo maximo 0 da linha que vai da Terra (T) ao 
Sol (S), onde 0 e da ordem de 22,5° para Mercurio e 
de 46° para Venus. A figura 10.9, onde TA e TB sao 
tangentes a orbita do planeta (P), da a explicacao 
heliocentrica desse fato, e mostra que 

sen 0 = r p /r T (10.3.1) 

onde r P e o raio da orbita do planeta e r T o da Terra. 
Conhecendo 0, isto permite determinar r P /r T : para 
Venus, p. ex., como sen 46° = 0.72, obtemos r P = 0,72 
U.A. Para os planetas externos, e r T /r P que se obtem Figura 10.9 Determinacao do raio da 
por um metodo analogo. 6rbita de Lima planeta. 

A tabela abaixo compara os raios medios das orbitas planetarias (em U.A.) obtidos por 
Copernico com os valores aceitos atualmente. 



Planeta 


Raio medio da orbita em U.A. (r T = 1U.A.) 


Copernico 


Atual 


Mercurio 


0,3763 


0,3871 


Venus 


0,7193 


0,7233 


Marte 


1,5198 


1,5237 


Tii i+ny» 


K 9109 




Saturno 


9,1743 


9,5388 



Como vemos, os valores sao notavelmente proximos. 

O passo seguinte de Copernico foi obter, a partir dos periodos sinodicos (vistos da Terra 
— cf. pg. 187) dos planetas, seus periodos siderais, ou seja, os periodos heliocentricos (das 
orbitas em torno do Sol). Para os planetas internos, que se movem mais rapidamente do que 
a Terra, deixando-a para tras, o numero aparente (visto da Terra) de revolucoes por ano e 
menor do que o numero real (sideral) de uma unidade, correspondente a revolucao da Terra 
em torno do Sol no mesmo periodo. Consideracoes analogas se aplicam a um planeta externo. 
A tabela abaixo compara os periodos obtidos por Copernico com os valores aceitos atualmente. 



Planeta 


Periodo sinodico 
(dias) - Copernico 


Periodo sideral 


Copernico 


Moderno 


Mercurio 


115,88 


87,97 dias 


87,97 dias 


Venus 


538,92 


224,70 dias 


224,70 dias 


Terra 




365,26 dias 


365,26 dias 


Marte 


779,04 


1,882 anos 


1,881 anos 


Jupiter 


398,96 


11,87 anos 


11,862 anos 


Saturno 


378,09 


29,44 anos 


29,457 anos 
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Estes resultados ilustram a precisao dos dados de Copernico - baseados nas observacoes 
dos astrdnomos da antigiiidade. Comparando-os com os databela da pg. precedents mostram 
tambem que o periodo sideral (ao contrario do sinodico) cresce regularmente com o raio 
medio da orbita. 

A explicacao da ecliptica (cf. pg. 187) e das estacoes segundo o sistema heliocentrico 
decorre de nao ser o eixo de rotacao da Terra perpendicular ao piano de sua orbita em redor 
do Sol. 

O eixo da Terra tern uma di- 
recao fixa no espaco, a de Polaris 
(a menos da precessao dos equi- 
nocios, que estudaremos mais a- 
diante). Essa direcao, que e trans- 
portada ao longo do piano da 
orbita, faz um angulo de 23,5° 
com a normal a esse piano (Fig. 
10.10), que e o mesmo da ecliptica 
(pg. 187). E verao no hemisferio 
sul quando, devido a obliquidade 
do eixo, os raios diretos do Sol 
atingem a Terra no Tropico de 
Capricornio, a 23,5° ao sul do 
Equador. 

A explicacao heliocentrica do movimento retro- 
grado de um planeta externo esta ilustrada na figura 
10.11. 0 planeta se move mais lentamente. Em conse- 
quencia, quando a Terra passa entre o Sol e o planeta, 
ela o ultrapassa com maior rapidez, e a orbita aparente 
do planeta, projetada sobre a esfera celeste, mostra 
um movimento retrogrado. Como isto suc'ede quando 
o planeta esta mais proximo da Terra, seu brilho e 
maior. 

A obra de Copernico atingia nao apenas dogmas 
cienti'ficos, mas tambem religiosos. Em 1600, Gior- 
dano Bruno, que havia defendido a doutrina de 
Copernico, bem como a ideia de que o universo e'mtF 
nito e eterno, e o Sol uma estrela como as outras, foi 
Figura 1 0.1 1 Explicacao heliocentrica do queimado em Roma por ordem da Igreja. Seu comen- 
movimento retrogrado. tario final no julgamento foi: "Espero vossa sentencja 

com menos medo do que a promulgais. Chegara o tempo em que todos verao como eu vejo". 
Em 1616, o tratado de Copernico foi colocado no Index pela Igreja. 



Figura 10.10 Equinocios e solsticios. 
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1 0.4 — Tycho Brahe e Kepler 

A obra de Copernico, que se havia baseado em dados obtidos na antigiiidade, trouxe um 
novo impulso a astronomia de observacao. As primeiras observacoes novas de grande valor 
foram feitas no final do seculo 16, pelo dinamarques Tycho Brahe (1546 - 1601). 

Gracas ao apoio do rei Frederico II, Tycho conseguiu montar em Uraniborg um grande 
observatorio, um projeto comparavel na epoca ao que seria um grande acelerador em nossos 
dias. Todas as observacoes eram feitas a olho nu (nao havia telescopios), mas com instrumentos 
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de grandes proporcoes, cuidadosamente calibrados e utilizando dotes incriveis de observacao. 
Tycho dedicou toda a sua vida a coleta de dados sobre o movimento dos planetas, conseguindo 
atingir uma precisao pelo menos duas vezes superior a das melhores observacoes da 
antigiiidade. 

Tycho propos um modelo intermediario entre os de Ptolomeu e Copernico, em que todos 
os planetas, com excecao da Terra, se moveriam em torno do Sol, mas o Sol se moveria em 
redor da Terra. Tycho nao percebeu que seu modelo so diferia do de Copernico por uma 
mudanca trivial do sistema de referenda. 

Johannes Kepler (1571 - 1630) foi assistente de Tycho Brahe e seu sucessor no observatorio. 
Kepler foi uma personalidade extremamente curiosa, motivado por uma firme conviccao, de 
tipo platonico-pitagorico, de que o universo e construldo de acordo com um piano matematico, 
cuja estrutura pode ser deduzida por argumentos de perfeigao e da "harmonia das esferas". 
Entretanto, ele aliava a essa atitude um grande respeito pelos dados experimentais, nao se 
satisfazendo com qualquer modelo enquanto nao levasse a uma concordancia praticamente 
perfeita com a experiencia. 

Desde o initio de sua carreira, Kepler foi 
guiado por uma ideia fantastica, de que os'raios 
das orbitas planetarias deviam ter alguma 
explicacao geometrico-mistica em termos de 
figuras perfeitas. Entre os 6 planetas entao 
conhecidos havia 5 distancias a explicar, nume- 
ro igual ao dos solidos regulares ou "perfeitos", 
os solidos platonicos: tetraedro, cubo, octae- 
dro, dodecaedro e icosaedro. No seu livro 
"Mysterium Cosmographicum" (1597), Kepler 
construiu um modelo utilizando os 5 solidos 
regulares inscritos e circunscritos em esferas 
(Fig. 10.12), procurando mostrar que as 
proporcoes assim obtidas seriam as mesmas 
que aquelas entre os raios das orbitas plane- 
tarias obtidos por Copernico (cf. pg. 191). En- 
tretanto, a concordancia nao era das melhores. Figura 10.12 Modelo de Kepler. 

Para tentar salvar o seu modelo dos solidos regulares, Kepler se perguntou entao se o 
centro das orbitas planetarias seria realmente o centro da orbita da Terra em torno do Sol, 
este ocupando uma posicao excentrica (conforme Copernico havia suposto), ou se o centro 
estaria no Sol. Foi para resolver esta questao que ele resolveu tornar-se assistente de Brahe, 
a fim de obter dados mais precisos sobre a orbita da Terra e dos demais planetas. 

Tycho Brahe morreu depois de apenas um ano de colaboracao, deixando a Kepler o 
legado de suas observacoes. Apos quatro anos de arduo trabalho, Kepler conseguiu mostrar 
que, corrigindo a teoria de Copernico no sentido de dar ao Sol a posicao central, obtinha-se 
melhor acordo com a experiencia\ 

Para a orbita de Marte, porem, persistia um desvio de 8 minutos de arco. Embora muito 
pequeno, e compativel com a precisao das observacoes utilizadas por Copernico, esse desvio 
estava em desacordo com a extraordinaria precisao das observagoes de Tycho Brahe, que 
Kepler sabia serem confiaveis dentro de pelos menos 4 minutos de arco. Este angulo e da 
ordem daquele subtendido pela ponta de uma agulha a distancia da vista de um braco 
estendido! "Construirei uma teoria do universo baseada nesta discrepancia de 8 minutos de 
arco", afirmou Kepler. Para isto, resolveu abandonar qualquer ideia preconcebida — inclu- 
sive o programa platonico de explicar tudo em termos de movimentos circulares uniformes 
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— e redeterminar a orbita de Marte. Depois de mais dois anos de trabalho, o resultado 
obtido foi uma orbita oval em lugar de circular, com o Sol no eixo, mas nao no centre Apos 
inumeras tentativas infrutiferas de identificacao da curva, Kepler acabou descobrindo que a 
orbita de Marte era uma elipse, com o Sol situado num dos focos — e que o mesmo vaha para 
os demais planetas. Obteve assim a primeira de suas tres grandes leis: 

i. a lei de Kepler (lei das orbitas): 

"As orbitas descritas pelos planetas em redor do Sol 
sao elipses, com o Sol num dos focos". 



( F 




\ ♦ - 
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1 1 



F,F = focos; 
S = Sol 
P = Planeta 



Planeta 


e 


Mercurio 


0,206 


Venus 


0,007 


Terra 


0,017 


Marte 


0,093 


Jupiter 


0,048 


Saturno 


0,056 



Se a e o semieixo maior de uma elipse e c a semi- 
distancia focal (Fig. 10.13), a razao e = c/a chama-se 
excentricidade da elipse. Para e = 0, a elipse degenera 
num drculo; quanto maior for e, mais "achatada" a 
elipse. A tabela ao lado da os valores de e para as 
orbitas dos planetas conhecidos na epoca de Kepler. 
Embora a de Mercurio seja mais excentrica, havia 
poucas observances de Mercurio disponiveis. A orbita 
de Marte, utilizada por Kepler, era a mais excentrica 
depois da de Mercurio. 

Alem de verificar que a orbita de Marte nao e 
circular, Kepler tambem percebeu atraves de suas 
observacoes que o movimento do planeta ao longo 
da orbita nao e uniforme: a velocidade e maior quando 
ele esta mais proximo do Sol. Kepler procurou en- 
tender estes resultados em termos de uma acao do 
Figura 10.13 Orbitas eh'pticas. Sol, como causa dos movimentos dos planetas. Para 

isto, imaginou urn modelo extremamente peculiar, em que o Sol teria uma rotacao em torno 
de seu eixo e emitiria raios, confinados somente ao piano da orbita, que atuariam lateralmente 
sobre o planeta, "varrendo-o" em torno da orbita. Imaginou assim uma "forca" que teria 
todas as caracteristicas erradas: confinada ao piano da orbita, tangencial a orbita em lugar 
de central, e supos ainda que variasse inversamente com a distancia. Partindo desse modelo 
inteiramente errado, Kepler fez urn calculo tambem errado das areas varridas pelo raio vetor 
que liga cada planeta ao Sol, e acabou chegando, miraculosamente, a lei certa: 

2. a lei de Kepler (lei das areas): 

"O raio vetor que liga um planeta ao Sol 
descreve areas iguais em tempos iguais". 

Assim, num dado intervalo de tempo t, o planeta descreve uma porcao maior da orbita 

quando esta no perielio (posicao mais proxima do Sol) 
do que no afelio (posicao mais distante do Sol; cf. Fig. 
10.14). Kepler acabou percebendo que tinha cometido 
erros que se cancelavam, e procurou explicar por que. 
A explicacao que deu tambem estava errada! 

Kepler publicou as duas primeiras leis em seu 
livro "Astronomia Nova" (1609). Foi so muitos anos 
Figura 10.14 Lei das areas. mais tarde que chegou a formulacao de sua 3? lei. 
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Desde sua juventude, ele havia procurado correlacionar umas com as outras as orbitas 
planetarias, atraves de alguma regularidade ligando os raios medios das orbitas, bem como 
seus periodos de revolucao. Foi so perto do fim de sua vida, em 1618, apos inumeras tentativas 
infrutiferas, que ele acabou descobrindo a regularidade que buscava, na forma de sua 3? lei: 

3. a lei de Kepler (lei dos periodos): 

"Os quadrados dos periodos de revolucao de dois planetas 
quaisquer estao entre si como os cubos de suas distancias medias ao Sol". 

Assim, se 7\ e T 2 sao periodos de revolucao de dois planetas cujas orbitas tern raios 
medios K<[ e R 2 respectivamente, a 3? lei afirma que 

(T 1 /T 2 ) 2 = (J? 1 /J? 2 ) 3 (10.4.1) 

Kepler exultou com sua descoberta: "A 8 de marco deste ano de 1618, ... a (solugao) 
apareceu-me na cabeca. Mas eu estava sem sorte, e quando a testei pelo calculo rejeitei-a 
como falsa. Afinal, a ideia voltou-me em 15 de maio, e em novo ataque conquistou a obscuridade 
da minha mente; concordava tao perfeitamente com os dados obtidos em meus dezessete 
anos de trabalho sobre as observacoes de Tycho que pensei primeiro estar sonhando..." 

A tabela abaixo ilustra o teste feito por Kepler com seus dados (pg. 191) e os valores 
atuais: 



Verificacao da 3. a lei de Kepler 



Planeta 


Valores de Copernico 


Valores atuais 


T (anos) 


R (U.A.) 


T 2 /R 3 


T (anos) 


R (U.A.) 


PVR 3 


Mercurio 


0,241 


0,38 


1,06 


• 0,241 


0,387 


1,00 


Venus 


0,614 


0,72 


1,01 


0,615 


0,723 


1,00 


Marte 


1,881 


1,52 


1,01 


1,881 


1,524 


1,00 


Jupiter 


11,8 


5,2 


0,99 


11,862 


5,203 


1,00 


Saturno 


29,5 


9,2 


1,12 


29,457 


9,539 


1,00 



Note-se que para a Terra, por definicao, T= 1 ano e R = 1 U.A., de modo que T 2 /R 3 = 1. 

Kepler publicou sua 3? lei em 1619, no prefacio de seu livro "Harmonices Mundi", onde 
tambem escreveu: "Os dados estao lancados; estou escrevendo este livro — nao importa se 
para ser lido pelos meus contemporaneos ou pela posteridade. Ele pode esperar 100 anos por 
um leitor, ja que Deus node esperar 6.000 anos pelo aparecimento de um contemplador da 
sua obra". O titulo do livro se refere a uma interpretacao literal por Kepler da "harmonia das 
esferas", procurando demonstrar que os planetas, em seu movimento, executam uma especie 
de miisica celeste. Cada planeta emitiria uma ou mais notas musicais, conforme suas variacoes 
de velocidade na orbita. Venus, com a menor excentricidade, emitiria sempre a mesma nota; 
Marte, cuja excentricidade na orbita leva a maiores 



variacoes de velocidade, emitiria varias notas dife- 
rentes, correspondendo a melodia ilustrada ao lado... 
Kepler tambem foi o autor de uma das primeiras obras 
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de ficcao cienti'fica, "Somnium", onde descreve uma Figura 10.15 A melodia de Marte segundo 
viagem a Lua! Kepler. 
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10.5 — Galileu 

Depois da invencao do telescopio, usualmente atribuida ao holandes Lippershey, alguns 
desses instrumentos (utilizados como brinquedos) foram levados por viajantes para a Italia. 
Em 1609, Galileu construiu uma versao aperfeicoada, que ampliava a area dos objetos por um 
fator da ordem de 1.000, reduzindo sua distancia aparente por um fator da ordem de 30, e 
apontou-o pela primeira vez para o ceu. Foi um dos grandes momentos da historia da ciencia: 
Galileu fez logo toda uma serie de descobertas sensacionais. Olhando para a Lua, verificou 
que nao era uma esfera perfeita como pretendiam os aristotelicos, mas tinha vales profundos 
e cadeias de montanhas elevadas, cuja altura conseguiu estimar, a partir da sombra projetada 
pelos raios solares, como sendo comparavel a das montanhas terrestres. As estrelas visiveis a 
olho nu eram apenas uma pequena parte das que apareciam no telescopio, "incrivelmente 
numerosas". 

Observando Jupiter, Galileu teve sua curiosidade despertada pelo que pareciam ser tres 
"estrelinhas, pequeninas mas muito brilhantes", alinhadas com o planeta. Repetindo as 
observacoes em noites sucessivas, durante algumas semanas, percebeu que as "estrelinhas" 
mudavam de posicao com respeito a Jupiter, e que na verdade eram quatro, das quais uma ou 
duas se ocultavam por vezes atras do planeta, o que registrou numa serie de esbocos: * * * O 
*, * * O *, * * O , * O * * *,... Galileu concluiu que se tratava de quatro satellites de Jupiter, cujos 
periodos de revolucao mediu. Era um caso claro de corpos celestes girando em torno de um 
planeta diferente da Terra, em contradigao com o sistema geocentrico. 

Estudando Venus com seu tel- 
escopio, Galileu fez outra impor- 
tante descoberta: observou que Ve- 
nus mostrava "fases", como a lua: 
ora aparecia como um ci'rculo, ora 
como semirirculo, em "quarto min- 
guante" etc. Por conseguinte, nao 
tinha luz propria: refletia a luz do 
sol. Mas essas observacoes tambem 
contradiziam frontalmente o mo- 
delo de Ptolomeu, segundo o qual a 
orbita de Venus deveria ser um 
epiciclo inteiramente contido entre 

o Sol e a Terra, o que levaria Venus 
Rgura 10.16 Para Ptolomeu, nao haveria "fases" de Venus. fl aparecer sempre da mesma forma/ 

como um crescente iluminado (figura 10.16), sem mostrar "fases". 

Galileu publicou essas observacoes em 1610, em seu livro "Sidereus Nuncius" ("O 
Mensageiro das Estrelas"), causando grande sensacao, ao mesmo tempo em que provocava 
uma controversia apaixonada. As observacoes foram postas em duvida; quando Galileu quis 
demonstra-Ias, alguns de seus colegas professores recusaram-se ate mesmo a olhar pelo 
telescopio. Um deles, Libri, morreu pouco depois, levando Galileu a comentar: "Libri nao quis 
observar minhas novidades celestes enquanto estava na terra; talvez o faga agora que foi 
para o ceu". 

Com a ascencao do novo Papa Urbano VIII, que tinha demonstrado interesse pela 
astronomia e pelas descobertas de Galileu, este acabou decidindo-se a publicar, em 1632, seu 
"Dialogo sobre os Dois Principals Sistemas do Mundo, o Ptolomaico e o Copernicano", de- 
fendendo o ponto de vista de Copernico. Isto violava uma proibicao do papa anterior. Galileu 
tambem colocou o argumento predileto de Urbano VIII em defe5a de Ptolomeu na boca do 
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personagem Simplicio, cujo nome era bem representative do papel que desempenhava na 
obra. 

Em 1633, Galileu foi julgado pelo Santo Oficio e obrigado a abjurar seus "erros e heresias". 
Condenado ao equivalente da prisao domiciliar perpetua, aproveitou os nove anos que lhe 
restaram para escrever e fazer publicar clandestinamente sua grande obra "Dialogos sobre 
Duas Novas Ciencias". 

Na margem de uma pagina do seu proprio exemplar dos "DiaTogos sobre os Dois 
Principals Sistemas do Mundo" encontra-se a seguinte anotacao de Galileu: 

"Quanto a introducao de novidades: Quern pode duvidar que leve as piores desordens 
quando mentes que Deus criou livres sao compelidas a submissao escrava a uma vontade 
externa? Quando nos dizem que devemos negar a evidencia de nossos sentidos e sujeita-los 
ao capricho de outros? Quando pessoas sem qualquer competencia sao tornadas juizes de 
peritos e se lhes outorga autoridade para trata-los como lhes aprouver? Sao essas as novidades 
capazes de levar a ruina das comunidades e a subversao do Estado". 

10.6 — Newton e a Lei da Gravitacao Universal 

Isaac Newton nasceu em 1642, no dia de Natal. Filho postumo de urn fazendeiro, teve de 
custear seus estudos trabalhando, e foi gracas a ajuda de urn tio que conseguiu entrar em 
Cambridge em 1661. Quando se bacharelou em 1665, Isaac Barrow, seu professor de 
matematica, encorajou-o a permanecer em Cambridge. 

Naquela epoca, Londres era uma cidade muito poluida e com pessimo saneamento. Num 
livro onde se propunha um piano para reduzir a poluicao atmosferica produzida por diamines 
de industrial "Fumifugium", de John Evelyn, publicado em 1661, le-se: "O viajante fatigado, 
a muitas milhas de distancia, reconhece a cidade pelo olfato antes que pela vista." No verao 
de 1665, a peste se alastrou rapidamente por Londres, dizimando cerca de 70.000 pessoas, a 
setima parte da populacao. Um ano mais tarde sobreveio o Grande Incendio de Londres, que 
arrasou dois terms da cidade, 

A peste provocou o fechamento da Universidade, e Newton refugiou-se em sua fazenda 
de Woolsthorpe. A melhor descricao do que fez nesse periodo foi dada por ele proprio 
cinqiienta anos mais tarde. 

"No principio de 1665, achei o metodo para aproximar series e a regra para reduzir 
qualquer potencia de um binomio a uma tal serie" (binomio de Newton e serie binomial). "No 
mesmo ano, em maio, achei o metodo das tangentes de Gregory e Slusius" (formula de 
interpolacao de Newton) e em novembro o metodo direto das fluxoes" (calculo diferencial); 
"no ano seguinte, em Janeiro, a teoria das cores'' (experiencias com o prisma sobre decom- 
posicao da luz branca), "e em maio os principios do metodo inverso das fluxoes" (calculo 
integral), "e no mesmo ano comecei a pensar na gravidade como se estendendo ate a orbita 
da Lua, e. .. da lei de Kepler sobre os penodos dos planetas... deduzi que as forcas que mantem 
os planetas em suas orbitas devem variar inversamente com os quadrados de suas distancias 
aos centros em torno dos quais as descrevem: tendo entao comparado a forca necessaria 
para manter a Lua em sua orbita com a forga da gravidade na superfine da Terra, e encontrado 
que concordavam bastante bem. Tudo isso foi feito nos dois anos de peste, 1665 e 1666, pois 
naqueles dias eu estava na flor da idade para invencoes, e me ocupava mais de matematica e 
filosofia" (fisica) "do que em qualquer epoca posterior/' 

Para efetuar o calculo da forca gravitacional a que Newton se refere, ele ja devia dispor 
da formulacao dos principios fundamentais da dinamica, embora nao se refira explicitamente 
a isso. Todos esses resultados foram obtidos por Newton em sua fazenda, entre 23 e 24 anos 
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de idade! Compreende-se que ele tenha sido considerado por Hume como o maior genio ja 
produzido pela especie humana. 



A lei da gravitacao para orbitas circulares 

Como vemos pela tabela da pg. 194, para diversos planetas a excentricidade da orbita 
eliptica e muito pequena, de modo que podemos tomar a orbita como circular, com muito boa 
aproximagao — o que tambem se aplica a Lua. A orbita circular e bem mais facil de tratar do 
que a eliptica, de modo que vamos reconstruir o argumento de Newton para esse caso. 

Para uma orbita circular, a 2? lei de Kepler implica que o movimento e uniforme. Como 
vimos a pg. 56, a aceleracao neste caso e centripeta, e e dada, para uma orbita circular de raio 
R e de velocidade angular w = 2n/T (T = periodo) por 



a = -co Rv = -An — r 

T 



(10.6.1) 
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onde f e o vetor unitario na diregao radial. Seme a 
massa do planeta, a forca que atua sobre ele e dada 
pela 2. a lei de Newton. 



F = ma = -An m 



R 



(10.6.2) 



que e uma forca atrativa central (dirigida para o Sol). 
Pela 3. a lei de Kepler (pg. 195), temos 



Figura 10.17 Orbita circular. 



V 



= C= constante 



(10.6.3) 



onde C tern o mesmo valor para todos os planetas. Logo, podemos reescrever a (10.6.2) como 



F - -Ak z C 



m 



J?' 



(10.6.4) 



Vemos assim que a lei dos periodos de Kepler leva a conclusao de que a forca gravitacional 
varia inversamente com o quadrado da distancia do planeta ao Sol, como Newton afirmou 
no trecho acima. A (10.6.4) mostra que ela e tambem proporcional a massa do planeta. Pela 3? 
lei de Newton, o planeta exerce uma forca igual e contraria sobre o Sol, a qual deve tambem 
ser proporcional a massa M do Sol. Newton foi assim levado a expressao 



(10.6.5) 



onde G seria agora uma "constante universal' 7 , caracteristica da forga gravitacional. Esta e a 
lei de Newton da gravitagaoia citada na (5.1.1). Uma vez inferida a forma da lei, vejamos o que 
Newton fez para testa-la. 




A Lua e a maca 

Em sua 'Thilosophie de Newton" (1738), Voltaire conta: "Um dia, no ano de 1666, New- 
ton, entao em sua fazenda, vendo uma fruta cair de uma arvore, segundo me disse sua sobrinha, 
Mme. Conduit, comecou a meditar profundamente sobre a causa que atrai todos os corpos 
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na direcao do centro da Terra". A Lua, como a maca, esta "caindo" em direcao a Terra ao 
longo de sua orbita. 

A historia provavelmente e apocrifa, mas o proprio Newton confirma, no trecho acima 
citado, que comparou naquele ano "a forca necessaria para manter a Lua em sua orbita com 
a forca da gravidade na superficie da Terra". Vamos fazer essa comparacao para o caso da 
maca, adotando a notacao: T = Terra; L = Lua, C = Maca. 

Os modulos das forcas mencionadas obtem-se aplicando a (10.6.5): 



TC 



R 



TL 



= c M T m L 



TC 



R 



TL 



Sejam a L e a c os modulos das aceleracoes da Lua e da maca; esta ultima e igual a g 
(aceleracao da gravidade na superficie da Terra). Alem disso, R TC = R T (raio da Terra). Temos 
entao: 



a, = 



TL 



Ri 



.a c = 9 



(10.6.6) 



onde a ultima expressao coincide com a (7.5.25). Portanto 



a L /a c =a L /g = {R T /R TL Y 



(10.6.7) 



onde G se cancela. Por outro lado, pela (10.6.1), a L = 4 n 2 R TL /T{, onde T L e o periodo de 
rotacao da Lua em torno da Terra, que e « 27,3 d. A verificacao da (10.6.7) depende portanto 
apenas do conhecimento de R T e de R TL . Ja vimos (pg.10) como Eratostenes havia medido RT 
no seculo III A.C.. Outro astronomo grego, Hiparco de Rodes, conseguira calcular a distancia 
Terra-Lua R TL por volta de 130 A.C. 



A distancia Terra-Lua 

Hiparco baseou-se em observacoes da duracao de um eclipse total da Lua. Essa duragao 
e o tempo decorrido entre a entrada (em A) e a saida (em B) da Lua no cone de sombra 
projetado pela Terra (Fig. 10.18). A abertura angular do cone de sombra coincide com o 
diametro angular aparente a do Sol visto da Terra (que, por coincidencia, e quase exatamente 
o mesmo que o da Lua). Hiparco mediu o valor de a e obteve 

a = 0,553° - -J— rad (10.6.8) 
103,5 




Figura 10.18 Eclipse total da Lua, 
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Hiparco observou que o angulo 9 descrito pela Lua durante o eclipse total e de 
aproximadamente 2,5 vezes o diametro angular aparente da Lua, ou seja, e - 2,5a. Por outro 
lado, levando em conta que R TL » R T , a figura mostra que, com muito boa aproximacao, 



2R T - R TL 



e+2- 

V 2 y 



~ R 7L (2,5a + a) = 3,5aR TL 



o que, levando em conta a (10.6.8), da 

R T 3,5a 3,5 1 
R TL ~ 2 ~ 207 ~59 



(10.6.9) 



levando Hiparco a concluir que a distancia da Terra a Lua e de 59 vezes o raio da Terra. Na 
epoca de Newton, outras determinates ja haviam sido feitas, levando a valores entre 60 e 
60.5 (o valor atualmente aceito e « 60.3). Newton usou o valor 60, obtendo assim na (10.6.7) 

a L /g-l/3.600 

o que concorda com o valor calculado da aceleragao centripeta da Lua (cf. (3.7.16)). Dai a 
afirmacao de Newton (pg. 197) de que "concordavam bastante bem". 

Newton realizou assim uma das mais notaveis sintese da historia da ciencia, relacionando 
a queda dos corpos na superfine da Terra com a orbita da Lua — primeiro passo no tratamento 
da mecanica celeste. 



10.7 — Os "Prinripios Matematicos da Filosofia Natural" 

Em 1669, Newton tornou-se o sucessor de Barrow na catedra de matematica em Cam- 
bridge. Em 1672, apresentou a Royal Society (que havia sido fundada 10 anos antes) seu 
primeiro trabalho, sobre a natureza da luz branca e sua decomposicao espectral. Entretanto, 
essa publicagao provocou uma disputa com Robert Hooke sobre prioridades, e Newton, que 
era urn recluso e profundamente timido e desconfiado, ficou tao desgostoso que nao teria 
publicado mais nada se nao o forcassem a faze-lo. 

No im'cio de 1684, Robert Hooke, Sir Christopher Wren (o arquiteto da St Paul's Cathe- 
dral, que tambem era astronomo) e Edmund Halley tiveram uma discussao conjunta em 
Londres sobre qual seria a orbita de urn planeta atraido pelo Sol com uma forca que variasse 
com o inverso do quadrado da distancia. Seria uma elipse, conforme descrito pela If lei de 
Kepler? Hooke acreditava que sim, e Wren ofereceu-lhe 40 shillings (cerca de US$100 atuais) 
se o provasse dentro de urn tempo prefixado — o que Hooke nao conseguiu fazer. Alguns 
meses mais tarde, Halley foi a Cambridge e perguntou a Newton (sem explicar por que) qual 
seria a forma da orbita. Newton respondeu imediatamente: "Uma elipse". — "Como sabe? 
Tern a prova?" perguntou Halley, ao que Newton respondeu: "Ora, ja sei isso ha muitos anos. 
Se me der alguns dias, certamente reconstruirei a prova". 

Com efeito, Newton havia resolvido esse problema em 1676 ou 1677, e logo enviou a 
Halley duas provas diferentes. Com muito esforco, Halley conseguiu persuadi-lo a preparar 
urn tratado em que exporia suas investigates sobre gravidade e mecanica celeste. Newton 
escreveu-o em 18 meses, e Halley, embora nao tivesse muitos recursos, subvencionou a 
publicagao. 

"Philosophiae Naturalis Principia Mathematical ("Os Principios Matematicos da Filosofia 
Natural", usualmente citado como "Principia"), publicado em 1687, e muitas vezes considerado 
como a obra cientifica mais importante e de maior influencia ate hoje escrita. 
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O que teria levado Newton a aguardar tantos anos antes de publicar os seiis resultados? 
Em parte, isso foi devido a seu carater e aos revezes anteriores. Entretanto, havia uma 
dificuldade mais fundamental. Ao calcular (cf. pg. 199) a forca da gravidade na superficie da 
Terra, admitimos que toda a massa da Terra estivesse concentrada no seu centro. Como 
justificar isso? Foi so em 1685 que Newton conseguiu demonstrar (usando o calculo integral 
que ele proprio havia inventado) que, para uma forca central inversamente proporcional ao 
quadrado da distancia (alias, isto so vale para uma tal forca!), a atracao exercida por uma 
esfera sobre uma particula externa e a mesma que se toda a massa da esfera estivesse 
concentrada em seu centro, o que esta muito longe de ser obvio. Veremos a demonstracao 
mais adiante (Sec. 10.9). 

No livro I dos "Principia", Newton formula os prinripios fundamentais da dinamica (as 3 
leis de Newton) e estuda os diferentes tipos de orbitas possfveis de uma particula sob a acao 
de uma forca do tipo da gravitacional (variando com o inverso do quadrado da distancia): 
orbitas elipticas, hiperbolicas e parabolicas; mostra tambem a relacao com as leis de Kepler. 
Inclui ainda o tratamento da acao de uma esfera sobre um corpo externo. No livro II, discute 
o movimento de corpos num meio resistente e problemas de mecanica dos fluidos, inclusive 
a propagacao de ondas num flui'do. Finalmente, no livro III, intitulado "O Sistema do Mundo", 
aplica a lei da gravitacao para discutir o movimento dos satelites em torno dos planetas e dos 
planetas em torno do Sol; mostra como calcular as massas dos planetas em termos da massa 
da Terra; calcula o achatamento da Terra devido a sua rotacao; calcula o efeito, conhecido 
como precessao dos equinocios, produzido sobre a orbita da Terra por esse achatamento; 
discute as perturbacoes do movimento da Lua devidas a acao do Sol; explica as mares; calcula 
as orbitas dos cometas. 

Vejamos apenas alguns exemplos dos resultados obtidos por Newton. 

(a) Cometas 

Os cometas exemplificam orbitas elipticas extremamente elongadas, com excentricidade 
proxima da unidade. Assim, embora seus perielios (cf. pg. 194) tenham de penetrar usualmente 
para dentro da orbita de Marte a fim de que o cometa 
seja visi'vel, e alguns penetrem ate dentro da orbita 
de Mercurio, as afelios estao por vezes alem da orbita 
de Plutao. 

O mais celebre dos cometas e o cometa Halley, 
cuja aparicao em 1682 foi identificada por Halley com 
aparicoes anteriores em 1607 e 1531, tendo pois um 
periodo de aproximadamente 75 a 76 anos (a aparicao 
mais recente foi em 1986, seguindo-se a de 1910). 

Aplicando a 3f lei de Kepler, Newton pode con- 
cluir entao que a orbita do cometa de Halley e uma 
elipse cuja distancia media do Sol e de (75) 2/3 U.A. ~ 
17,8 U.A. No perielio (= 0.6 U.A.), o cometa penetra 
dentro da orbita de Venus; no afelio, vai alem da or- 
bita de Netuno (Fig. 10.19). 

(b) A forma da Terra 

Newton calculou o efeito da rotacao da Terra sobre sua forma: na ausencia de rotacao, 
ou seja, somente sob o efeito da gravidade, os planetas deveriam ter forma esferica; entretanto, 
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Figura 10.19 Orbita do cometa Halley. 
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as "forcas centrifugas" produzidas pela rotacao levam 
a um achatamento nos polos e alargamento no equa- 
dor, conduzindo a uma forma de esferoide oblato, 
como mostra a figura 10.20 (onde o efeito foi gran- 
demente exagerado). 

Segundo o calculo de Newton, o diametro polar 
da Terra deve estar para o equatorial como 229/230, 
levando a uma elipticidade de 1/230. Maupertius 
Figura 10.20 Forma da Terra confirmou os resultados de Newton, apos sua morte, 

numa expedicao geodetica ao norte da Escandinavia, 

levando Voltaire a escrever-lhe: 

"Vous avez confirme dans des lieux pleins d' ennui. 
Ce que Newton connut sans sortir de chez lui". 

As determinates experimentais mais recentes dao uma elipticidade de = 1/297. Newton 
tambem calculou as variacoes locais da aceleracao da gravidade devidas a forma da Terra, e 
discutiu ainda a forma de outros planetas. 

(c) A precessao dos equinocios 

Cerca de 130 A.C., Hiparco, comparando suas 

observacoes da posicao do Sol nos equinocios em 

relacao as estrelas fixas com as que haviam sido feitas 

muitos seculos antes por astronomos babilonios, 

chegou a conclusao de que havia um deslocamento 

extremamente lento dos equinocios, que estimou em 

36° por ano. Copernico, em "De Revolutionibus", 

corrigiu esse valor para 50,2° por ano, em bom acordo 

com o atual, e interpretou corretamente o efeito: 

embora o eixo da Terra mantenha um angulo cons- 

tante de 23,5° com a normal n ao piano da ecliptica 

(Fig. 10.21), ele descreve um cone em torno dessa 
Figura 10.21 Precessao dos equinocios. nQrm ^ num movimento de pre cessao analogo ao de 

um piao em rotacao rapida. A taxa de precessao corresponde a uma volta completa em 26.000 
anos. Assim, como mostra a figura, em lugar de apontar para a atual estrela Polaris, o eixo da 
Terra apontara para uma direcao deslocada de 47° na esfera celeste daqui a 13.000 anos, e o 
verao no hemisferio sul ocorrera na parte da orbita da Terra onde agora ocorre o inverno. 

Newton deu a explicacao da precessao: por ser a Terra um esferoide oblato, a atracao da 
Lua, e, com menor intensidade, a do Sol, produzem um torque (indicado pelas forcas F e - F 
na figura 10.21) que e responsavel pela precessao. Newton tratou o problema (que discutiremos 
mais tarde) e calculou a taxa de precessao, obtendo 50° por ano, em excelente acordo com o 
resultado experimental. Este e um dos resultados mais notaveis que se encontram nos 
"Principia". 

(d) As mares 

Newton foi o primeiro a explicar a causa das mares, como sendo devida a atracao 
gravitacional da Lua e, em menor escala, do Sol sobre os oceanos. A primeira vista, poderia 
parecer que isso causaria apenas uma protuberancia da massa liquida do lado da Terra num 
dado momento voltado para a Lua. Entretanto, um pouco de reflexao adicional mostra que 
deve haver duas protuberancias, localizadas em extremos opostos da Terra (Fig. 10.22). Com 
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efeito, a distancia da Lua ao centro da Terra sendo de 
aproximadamente 60 R T (pg. 202), o lado mais proximo 
esta a cerca de 59 R T e o mais distante 61 R T . Do lado 
mais proximo, a atracao da Lua sobre o ponto 1 da 
superficie do oceano e mais forte que sobre um ponto 
2 da superficie da Terra (Fig.) e a agua e puxada para 
fora. Do lado mais distante, a superficie do oceano 

(■^„*4-k A \ A mnnnp otfOlflo mifi O Ha XoVT'Cl ( t"\ O IT t (~\ "X\ C\ 

que causa a protuberancia do lado oposto. Em 12 
horas, devido a rotacao da Terra, o ponto 2 vai parar 
na posicao 3, de modo que se produzem duas mares 
altas por dia, conforme e observado. 



Terra puxada para Agua puxada para 
fora da agua fora da Terra 




Figura 10.22 Explicacao das mares. 



(e) Satelites artificials da Terra 

Newton considerou explicitamente a possibi- 
lidade da existencia de satelites artificiais da Terra., 
Conforme ilustrado na figura 10.23, adaptada de seu 
"Sistema do Mundo", ele discutiu o que aconteceria 
se, do topo V de uma montanha muito alta, projeteis 
fossem lancados horizontalmente com velocidades 
iniciais crescentes. A principio, teriamos trajetorias 
parabolicas com VD, VE na figura (as parabolas sao 
na verdade aproximacoes de pequenas porcoes de 
elipses keplerianas). Entretanto, para uma velocidade 
inicial suficientemente grande, Newton observa que 
o projetil descreveria uma orbita fechada em torno 
da Terra, voltando ao ponto de partida. E se os lanca- 
mentos fossem feitos de altitudes crescentes, diz ele, 
os corpos "descreveriam arcos concentricos com a Terra, ou de excentricidades varias, e 
continuariam circulando nos ceus nessa orbitas como fazem os planetas em suas orbitas". 

Qual seria o pen'odo Tde revolucao de um satelite artificial em orbita a uma distancia R 
do centro da Terra? Pela discussao da pg. 198 (onde me a massa do satelite e M = M T a massa 
da Terra), podemos aplicar a 3. a lei de Kepler sob a forma 




Figura 10.23 Satelites artificiais na visao 
de Newton. 



GM T _ gR 



(10.7.1) 



onde aplicamos a (10.6.6). Resolvendo em relacao a T, com g = 9,8 m/s 2 e R T = 6,4 x 10 6 m, 
obtemos 



T - 3,14xl0" 7 (fl metros ) 3/2 (segundos) (10.7.2) 

Note que o resultado independe da massa m do satelite. 

0 primeiro satelite artificial, Sputnik 1 (1957), tinha uma orbita de altitude media - 550 
km, ou seja, R - 6,95 x 10 6 m. Levando esse valor na (10.7.2), obtem-se T « 96 min, que era o 
periodo observado. Se fazemos T = 24h na (10.7.2), obtemos J? - 42.000 km - 6,5 R T . Um 
satelite a essa altitude e sincrono, ou seja, como tern pen'odo orbital igual ao de rotacao da 
Terra, permanece sempre acima do mesmo ponto da Terra, o que e importante para transmitir 
comunicacoes. O primeiro satelite desse tipo, Syncom II, foi lancado em 1963. 
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No final de "Principia", Newton diz: "Ate aqui explicamos os fenomenos celestes e dos 
oceanos pelo poder da gravidade, mas nao determinamos a causa deste poder. Ele certamente 
provem de uma causa que penetra ate o amago do sol e dos planetas, sem que sua forca sofra 
a menor diminuicao; que opera... proporcionalmente a quantidade de materia das particular 
e propaga sua virtude em todas as direcoes ate distancias imensas, decrescendo sempre como 
o inverso do quadrado das distancias". Esta e a formulacao mais explicita que aparece nos 
"Principia" da lei da gravitacao universal. 

" Npwtnn rerebeu imimeras honrarias. De 1703 ate 
sua morte em 1727, foi presidente da Royal Society. Foi enterrado na Abadia de Westminster. 

Referindo-se a contribuicao de seus precursors, ele disse: "Se fui capaz de ver mais 
longe, e porque me apoiei nos ombros de gigantes". Pouco antes de sua morte, disse: "Nao sei 
como' apareco aos olhos do mundo; aos meus proprios, pareco ter sido apenas como um 
menino, brincando na praia, e divertindo-me em encontrar de vez em quando um seixo mais 
rolico ou uma concha mais bela que de ordinario, enquanto o grande oceano da verdade jazia 
todo inexplorado a minha frente". 



10.8 — O triunfo da mecamca newtoniana 

A era pos-newtoniana foi marcada por uma serie crescente de sucessos na aplicacao dos 
principios da dinamica e da lei da gravitacao ao Sistema Solar e mesmo alem dele. 

(a) O valor de O e a massa da Terra 

Para determinar o valor da constante gravitacional G na (10.6.5), e preciso medir a forca 
de atracao gravitacional entre duas massas conhecidas, o que e muito dificil no laboratory 
por ser muito fraca a interacao gravitacional. A primeira medida foi feita por Cavendish em 
1798, utilizando um aparelho extremamente sensivel, a balanga de torgao. 

Um par de esferas de massa m, nas extremidades 
de uma barra, e suspenso pelo centro da barra por 
uma fibra fina de quartzo numa posicao de equilibrio 
AB (Fig. 10.24). Trazem-se entao outras duas esferas 
de massas M a mesma distancia das esferas de massa 
m (Fig.), o que produz um torque, pelas forcas gravita- 
cionais entre cada par de esferas. Esse torque faz girar 
a barra de um angulo 0, produzindo uma torcao 
correspondente da fibra, que e calibrada de forma a 
poder medir o torque, e por conseguinte as forcas 
gravitacionais, pelo angulo de torcao. Este angulo e 
medido pelo desvio de um feixe de luz refletido por 
um espelhinho preso no fio (alavanca otica). 

Cavendish obteve G = 6,71 x 10" 11 N • m 2 /kg 2 , que e bastante proximo do valor atualmente 
aceito, G = 6,6739 x 10" 11 N • m 2 /kg 2 (cf. (5.1.2)). 

Cavendish chamou a sua experiencia de "pesagem da Terra". Ja vimos a pg. 140 a razao 
de ser desse nome: a relacao (10.6.6) ou (7.5.25) com g, R T e M T permite determinar a massa 
M T da Terra Vimos tambem que o valor correspondente da densidade media da Terra e 
p T * 5 52 g/cm 3 . O valor de Cavendish, p T - 5,48 g/cm 3 , foi obtido bem depois da morte de 
Newton mas Newton haviafeito, nos "Principia", a seguinte estimativa celebre de p T : "Como... 
a materia comum da Terra em sua superficie e cerca de duas vezes mais pesada que a agua, e 
um pouco abaixo, em minas, verifica-se ser tres, quatro, ou mesmo cinco vezes mais pesada, 




Figura 10.24 Experimento de Cavendish. 
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e provavel que a quantidade total de materia da Terra seja cinco ou seis vezes maior do que se 
consistisse toda de agua..." 

(b) A massa do Sol 

O analogo da (10.7. 1) aplicado a orbita da Terra em torno do Sol e 

r 3 hm 

^_ _ — s [1U.B.1J 
T 2 4tt 2 

onde Teo periodo da orbita (= 1 ano sideral), R e a distancia media da Terra ao Sol e M s a 
massa do Sol. O unico dado que falta para determinar esta massa e o valor de R. 

A distancia da Terra ao Sol ja havia sido estimada no seculo III A.C. por Aristarco, usando 
urn metodo de triangulacao que tomava como base a distancia da Terra a Lua quando o 
angulo Lua-Terra-Sol e reto, o que corresponde a metade da face da Lua iluminada 
(quadratura). Entretanto, o angulo oposto a essa base e tao pequeno que a medida e dificil, e 
o valor obtido por Aristarco, de que o Sol estaria 20 vezes mais distante do que a Lua, era 
muito inferior ao valor real (cerca de 400 vezes). 

Kepler, e depois Flamsteed, obtiveram R indiretamente, medindo a distancia da Terra a 
Marte atraves da determinacao da paralaxe de Marte visto simultaneamente de diferentes 
pontos da Terra (ou do mesmo ponto em horas diferentes, transportado pela rotacao da Terra). 
Como a escala relativa do Sistema Solar era conhecida desde Copernico (pg 191), bastava 
medir uma distancia absoluta para determinar qualquer outra — em particular R. 

A primeira medida maior de maior precisao (~ 5%) de R foi feita em 1761, usando urn 
metodo que havia sido proposto por Halley, atraves de observacoes do transito de Venus, ou 
seja, sua passagem pelo disco solar, vista de diferentes pontos da Terra. Determinates de 
paralaxes se tornaram mais faceis e precisas quando a simultaneidade das observacoes de 
pontos diferentes pode ser garantida pela sincronizacao de cronometros. 

A i i * * < i _ n ^v^**Jw « A TT A f *-x rt- *1 *1 ^ A D 1 AG m« ™ 

U valor atuaimente aceno ae n, que currespunuc <* i u.^. ^jjy. nj c n - i.™ ~ ^ m. 
Substituindo na (10.8. 1), obtem-se para a massa do Sol o valor M s = 1,988 x 10 30 kg {« 333.000 
vezes a massa da Terra). 



(c) Os satelites de Jupiter e a velocidade da luz 

O mais interno dos 4 satelites de Jupiter descobertos por Galileu, Io, tern urn periodo de 
- 42,5h, e e facil determinar os instantes em que e eclipsado pelo planeta. Em 1675, o astrdnomo 
dinamarques Olaf Romer verificou que o intervalo e ntre dois eclipses consecutivos crescia 
quando a Terra estava se afastan- 
do de Jupiter, e diminuia quando se 
aproximava. 

Tendo confianca nas leis de 
Newton, segundo as quais o pe- 
riodo real deveria ser invariavel, 
Romer atribuiu as variacoes apa- 
rentes do periodo a uma velocidade 
finita de propagacao da luz, e 
determinou o seu valor, pela pri- 
meira vez, com o auxilio dessas 
observacoes. 




Figura 10.25 Determinacao da velocidade da luz. 
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O argumento de Romer esta ilustrado esquematicamente na figura 10.25. Nas posicoes 1 
e 3 em sua orbita, quando a Terra se move mantendo-se aproximadamente eqiiidistante de 
Jupiter, o atraso na observacao do eclipse, devido ao tempo que a luz leva para vir de Jupiter 
a Terra, e o mesmo para dois eclipses consecutivos, de modo que medimos o periodo verdadeiro 
de Io. Na posicao 2, porem, a Terra se tera afastado de Jupiter entre dois eclipses consecutivos 
e o intervalo aparente entre eles sera maior, porque a luz tern de percorrer uma distancia 
maior ate atingir a Terra, assinalando o 2? eclipse; analogamente, em 4, quando a Terra esta 
se aproximando de Jupiter, o intervalo aparente diminui. A variacao fracionaria do periodo 
orbital de Io observada e igual a razao da veiocidade da Terra em sua orbita a velocidade da 
luz, o que permitiu a Romer estimar essa velocidade, tendo obtido urn valor cerca de 25% 
inferior ao atualmente aceito, c = 3 x 10 8 m/s. 

Uma vez estabelecido o valor de c por metodos independentes, foi possivel emprega-lo 
em sentido inverso, para estabelecer distancias absolutas no Sistema Solar, seja em termos 
de efeitos como os atrasos de eclipses de satelites de Jupiter, seja atraves dos modernos 
metodos de radar. 

(d) Outros plan etas 

Ate aqui, consideramos cada planeta como se movesse apenas sob a acao da atracao 
gravitacional do Sol. Na realidade, o movimento de urn planeta tambem e afetado pelas forcas 
de atracao exercidas pelos demais planetas (alem de seus satelites, se os tiver), que perturbam 
as orbitas elipticas keplerianas. 

Felizmente, estas perturbacoes sao pequenas, porque a massa do Sol e mum'ssimo maior 
do que a massa de qualquer planeta (o mais pesado, Jupiter, tern menos de urn centesimo da 
massa do Sol). Mas tiveram de ser levadas em conta, a medida que a precisao das observacoes 
astronomicas foi aumentando. 

Uma solucao exata do problema do movimento de mais de dois corpos, em interacao 
gravitacional uns com os outros, e tao dificil que, mesmo no caso de tres corpos, o problema 
so pode ser resolvido em casos especiais extremamente restritivos. Por outro lado, solucoes 
aproximadas, utilizando o fato de que as perturbacoes exercidas pelos demais planetas sao 
muito menores do que a forca atrativa do Sol, podem ser desenvolvidas de forma sistematica, 
constituindo o objeto do calculo das perturbacoes. Este complicado problema de mecanica 
celeste foi tratado, durante a segunda metade do seculo 18 e primeira metade do seculo 19, 
por Euler, Lagrange e Laplace. Os resultados foram urn sucesso, particularmente a explicacao 
por Laplace de irregularidades observadas nos movimentos de Jupiter e Saturno. Atualmente, 
a resolucao numerica de problemas de mecanica celeste e grandemente facilitada pela utilizacao 
de computadores. 

Na noite de 13 de marco de 1781, William Herschel, musico de profissao e astronomo 
amador, descobriu com seu telescopio urn objeto que obviamente nao era uma estrela, pois 
seu diametro aparente aumentava incrementando o aumento do telescopio. Pensou a principio 
que se tratasse de urn cometa, mas cerca de urn ano mais tarde se havia tornado claro que se 
tratava de urn novo planeta, o primeiro descoberto desde a antigiiidade. A descoberta teve 
grande impacto. 0 novo planeta, que foi chamado de Urano, tern uma orbita de raio medio 
* 19,2 U. A., aproximadamente o dobro do de Saturno. Verificou-se depois que ja havia aparecido 
em observacoes bem anteriores (desde 1690), embora nao reconhecido como planeta. 

Entretanto, as novas observacoes que foram sendo feitas, juntamente com as anteriores, 
levavam a desvios da orbita predita pelas leis de Newton. Essas irregularidades e desvios 
sistematicos, embora pequenos (da ordem de 20° de arco, em media), nao podiam ser 
explicados por perturbacoes devidas aos demais planetas conhecidos. 
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Tamanho era o grau de confianca nas leis de Newton, nessa epoca, que, em 1820, Bessel 
ja sugeriu que os desvios talvez fossem devidos a um novo planeta ainda nao descoberto, 
mais distante que Urano. 

Entretanto para provar um tal resultado e determinar os elementos da orbita do novo 
planeta, era preciso resolver um problema matematico muito mais dificil do que o tratado por 
Lagrange e Laplace, o problema inverso de perturbacoes. 

0 primeiro a obter uma solucao foi John Couch Adams, jovem matematico de Cam- 
bridge recem-formado, em setembro de 1845. Comunicou seus resultados a John Challis, 
diretor do observatorio de Cambridge, e ao Astronomo Real, George Airy, prevendo a posicao 
do novo planeta em 1/10/1845 (com erro < 2° nessa data). Entretanto, Airy nao ficou convencido 
pelos resultados e houve uma serie de quiproquos, em consequencia da qual nenhuma tentativa 
de observacao foi feita. 

Enquanto isso, em Paris, Le Verrier, um astronomo de reputacao ja estabelecida, comecou 
a se interessar pelo problema e publicou, em junho de 1846, um trabalho contendo conclusoes 
semelhantes as de Adams (se bem que menos completas). Airy recomendou entao a Challis 
que procurasse o planeta hipotetico no observatorio de Cambridge. Challis fez observacoes 
nas noites de 29/7, 30/7, 4/8 e 12/8, mas so efetuou uma'comparacao parcial entre os resultados 
de 30/7 e 12/8, parando na estrela n° 39. Se tivesse ido 10 estrelas mais adiante, teria percebido 
que "uma estrela de 8? grandeza", observada em 12/8, nao aparecia nos dados de 30/7 e teria 
descoberto o novo planeta. Mas nao o fez. 

Em 31/8, Le Verrier publicou outro trabalho e escreveu a Galle, astronomo do observatorio 
de Berlim, sugerindo que procurasse o planeta. Galle descobriu-o, a cerca de 1° da posicao 
predita, na mesma noite em que recebeu a carta, a 23/9/1846. Verificou-se depois que o planeta 
ja havia sido registrado em observacoes feitas por Lalande no observatorio de Paris 50 anos 
antes, mas sem que ele percebesse nao se tratar de uma estrela. 

A predicao da existencia de Netuno foi um dos grandes triunfos da historia da ciencia e 
foi aclamada como tal. Entretanto, alem da "deducao pura", interveio tambem um forte 
elemento de sorte. Com efeito, tanto Adams como Le Verrier usaram em seus calculos uma 
hipotese que se revelou "a posteriori" injustificada, a "lei de Bode" (descoberta por Titius, 
mas publicada por Bode em 1772). Segundo essa "lei", o raio medio da orbita do n-esimo 
planeta (n = 1, 2, 3, ...), em U.A., seria dado, para n > 2, por 

i? n =0,4 + 0,3x2 n ' 2 U.A. (10.8.2) 
A tabela abaixo compara os resultados da (10.8.2) com os valores observados: 



Planeta 


Mercurio 


Venus 


Terra 


Marte 


(Ceres) 


Jupiter 


Saturno 


Urano 


(Netuno) 


(Plutao) 


n 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


Lei de 
Bode 


0,4 


0,7 


1,0 


1,6 


2,8 


5,2 


10,0 


19,6 


38,8 


77,2 


Observado 


0,39 


0,72 


1,0 


1,52 


2,77 


5,20 


9,54 


19,2 


30,1 


39,5 



Quando Bode publicou sua regra empirica, Urano ainda nao havia sido descoberto, e 
sua descoberta 9 anos depois estava em muito bom acordo com a lei. Nenhum planeta havia 
sido observado na posigao n? 5 da serie, mas em 1801 Piazzi descobriu o "planetoide" Ceres, 
parte da faixa de cerca de 2.000 asteroides existentes entre Marte e Jupiter, supostamente 
resultantes da fragmentacao de um planeta. 

Assim, o valor de 38,8 U.A. usado por Adams e Le Verrier para o raio da orbita de Netuno 
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estava errado de mais de 20% em relacao ao valor real. Por coincidencia, em 1846, Netuno 
estava na unica parte de sua orbita para a qual esse erro nao tinha grande importancia, mas 
75 anos antes ou depois ele teria invalidado totalmente os resultados. 

Em 1930, C. Tombaugh descobriu Plutao, com base em irregularidades observadas na 
orbita de Netuno. 0 desvio em relacao a lei de Bode e ainda maior. Ate hoje nao se sabe se o 
bom acordo com a lei de Bode ate Urano tern alguma explicacao ou se se trata de mera 
coincidencia. Os raios das orbitas dos planetas, que Kepler tambem havia querido deduzir, 
dependem das condicoes de sua formacao, e talvez estejam ligados ao problema matematico 
extremamente dificil e ainda nao resolvido da estabilidade do Sistema Solar. 

(e) Alem do Sistema Solar 

Como se poderia testar a validade da lei da gravitagao alem do Sistema Solar? Isto se 
tornou possivel depois que William Herschel e seu filho John descobriram que as estrelas 
"fixas" nao o sao realmente, tendo observado varios movimentos estelares; em particular, o 
Sol se desloca em direcao a um ponto da constelacao de Hercules, com velocidade comparavel 
a da Terra em sua orbita. 

Os Herschels descobriram inumeras estreJas duplas: um par de estrelas em orbita uma 
em torno da outra. Um exemplo e Sirius, que tern uma "companheira" bem menos luminosa, 
descoberta em 1862, denominada Sirius B. 

A figura 10.26 mostra a orbita de Si- 
rius B em torno de Sirius A (que e a estrela 
Sirius mais visi'vel), projetada contra a es- 
fera celeste. E claramente uma elipse Ke- 
pleriana (a projecao distorce a posicao do 
foco), com periodo T= 50 anos. Sirius esta 
a uma distancia de 8,7 anos-luz da Terra, 
mostrando assim que a lei da gravitacao 
permanece valida a essa distancia; o mes- 
mo se observou para outras estrelas bina- 
rias mais distantes. 

A distancias bem maiores, da ordem 
de 10 4 anos-luz, observam-se aglomerados 
de estrelas de forma aproximadamente 
Figura 1 0.26 Orbita de Sirius B esferica e dimensoes da ordem de 10 5 vezes 

as do Sistema Solar. Esses aglomerados 

devem ser mantidos pela atracao gravitacional. 

A nossa Galaxia (comumente chamada de Via 
Lacteal e uma aalaxia esniral. mmn a Nphninca Hp 
Andromeda. ''Vista de lado" ela teria aproxima- 
damente a forma esbogada na figura 10.27, com um 
nucleo central e um disco em rotacao, contendo os 
bracos espirais. Podemos interpretar esta forma como 
Figura 10.27 A nossa Galaxia. resultante da condensacao por atracao gravitacional 

de uma vasta nuvem de gas em rotacao lenta. A 
medida que a nuvem se condensava, sua velocidade de rotacao aumentaria ate que impedisse 
a contracao em direcao ao eixo, permitindo apenas contracao paralela ao eixo. 

O Sistema Solar como um todo e estrelas vizinhas estao num dos bracos espirais, a cerca 




1880 



C_i_JT 30.000 ■ Q 



~ 1.500 
anos luz 




anos luz 



10.8 - O TR1UNFO DA MECANICA NEWTON IAN A 



209 



de 30.000 anos-luz do centra, e giram em torno dele com uma velocidade orbital da ordem de 
200 km/s e um periodo de rotagao da ordem de 2,5 x 10 8 anos. Se tratarmos esse movimento 
como uma orbita kepleriana sob a acao da massa total M da Galaxia concentrada em seu 
centra, podemos estimar essa massa a partir dos dados acima, como fizemos para o Sol usando 
a (10.8.1). O resultado que obtemos e M ~ 3 x 10 41 kg. Como o Sol e uma estrela tipica e tern 
massa ~ 2 x 10 30 kg (pg. 205) concluimos que ha da ordem de 10 11 estrelas em nossa Galaxia. 

Numa escala ainda mais vasta, observamos aglomerados de galaxias, o que tambem 
atribuimos a atracao gravitacional entre elas. A nossa Galaxia faz parte do "Grupo Local", 
que contem cerca de uma vintena de galaxias, inclusive a galaxia de Andromeda e as nuvens 
de Magalhaes. Foram observados aglomerados de ate ~ 10 5 galaxias e ha observacoes de 
aglomerados de galaxias ate a distancias da ordem de 10 9 anos-luz, ou seja, ~ 1/10 do raio do 
Universo. Podemos portanto corroborar a audaz hipotese de Newton, de que a lei da gravitacao 
e realmente universal. 

O sucesso imenso da Mecanica Newtoniana em sua aplicacao a astronomia levou a um 
grau de confianca muito grande no esquema da fisica por ela sugerido. O proprio Newton 
formulou esse esquema no prefacio dos "Principia": "Oferego este trabalho como os principios 
matematicos da filosofia, pois toda a tarefa da fiiosofia parece consistir nisto — a partir dos 
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demonstrar os demais fenomenos...". 

Laplace, em seu "Ensaio Filosofico sobre as Probabilidades" (1814), enunciou claramente 
o programa associado a esse concepcao mecanicista, em termos do que se tornou conhecido 
como o "determinismo Laplaciano": 

''Devemos ... considerar o presente estado do universo como o efeito de seu estado ante- 
rior e causa do que se vai seguir. Se imaginarmos por um instante uma inteligencia que pudesse 
conhecer todas as forcas de que a Natureza e animada e as posicdes respectivas dos corpos 
que a compoem — uma inteligencia suficientemente vasta para submeter estes dados a analise 
— ela compreenderia na mesma formula os movimentos dos maiores corpos do universo e os 
do atomo mais minusculo; oara ela, nada seria incerto e o future hem 

presentes a sua visao. A mente humana oferece, na perfeicao que foi capaz de dar a astronomia, 
um exemplo modesto do que seria essa inteligencia/' 

Quando Laplace presenteou Napoleao com um exemplar de sua monumental "Mecanica 
Celeste" (5 vols., 1799 - 1825), o imperador lhe perguntou se era verdade que Deus nao era 
mencionado em parte alguma do tratado. Laplace respondeu : "Sireje n'aipas eu besoin de 
cette hypothese-la." 



f) O Caos determimstico 

Sabemos hoje Laplace estava errado: para a "inteligencia suprema" que imaginou, ainda 
que se tratasse do mais poderoso dos supercomputadores, e que as leis 'determimsticas' da 
mecanica newtoniana, nas quais acreditava, fossem validas, mesmo assim, o futuro seria 
incerto. 

A razao disso foi claramente enunciada pelo grande matematico Henri Poincare, no 
inicio do seculo 20. 

"Quando uma causa muito pequena, que nao percebemos, produz um efeito consideravel, 
bem perceptivel, dizemos que o efeito e obra do acaso. Se conhecessemos exatamente as leis 
da natureza e a situacao do universo num momento inicial, poderiamos predizer exatamente 
a situacao do universo num instante posterior. Mas, mesmo que as leis da natureza nao tivessem 
mais nenhum segredo para nos, so poderiamos conhecer a situacao inicial aproximadamente. 
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Se isso nos permitisse predizer a situacao posterior com o mesmo grau de aproximacao, isso 
bastaria e diriamos que o fenomeno havia sido predito. Mas nem sempre e assim: pode suceder 
que pequenas diferencas nas condicoes iniciais produzam diferencas muito grandes nos 
fenomenos finais. Urn erro inicial muito pequeno pode levar a desvios enormes nos resultados. 
As predicoes se tornam impossiveis, e temos urn fenomeno aleatono (fortuito). 

As ideias de Poincare foram redescobertas em 1963 pelo meteorologista Edward Lorenz. 
E notorio que as previsoes meteorological baseadas nas leis que regem a dmamica da 
atmosfera, tornam-se incertas em periodos de semanas, embora atualmente se utihzem 
poderosos supercomputadores para obte-las. A razao disso e a "sensibilidade a conduces 
iniciais" descrita por Poincare. Lorentz deu urn exemplo que se tornou conhecido como eteito 
borboleta" num artigo intitulado: "O bater das asas de uma borboleta no Brasil podena 
provocar urn furacao no Texas?". A ideia e que esse desvio infimo das condicoes locais dos 
ventos, inacessivel as estacoes meteorologicas, poderia ser suficiente para alterar totalmente 
as previsoes a mais longo prazo. 

0 estudo do caos deterministic tomou urn grande impulso a partir dos anos 60. Sabemos 
hole que nao se trata de urn efeito raro: pelo contrario, tern grande generalidade. Ele nao 
ocorre para os sistemas mecanicos que serao analisados'ao longo deste curso, mas, embora 
esses sistemas tenham grande importancia teorica e muitas aplicacoes praticas, nao 
representam a situacao tipica mais geral. 

10.9 — A atracao gravitacional de uma distribuicao esferkamente 

simetrica de massa 

Vamos demonstrar nesta Secao o resultado que Newton obteve em 1685 (cf. pg. 201): que 
uma distribute esfericamente simetrica de massa (como a Terra) atrai uma particula externa 
como se toda a massa da distribuicao estivesse concentrada em seu centra. 



(a) Energia potencial e prindpio de superposicao 

As forcas gravitacionais Newtonianas obedecem ao prindpio de superposigao mencionado 
a pq 71- quando varias massas atuam sobre uma particula, a forca gravitacional sobre a 
particula e a resultante (soma vetorial !) das atracoes exercidas por cada uma dessas massas. 
Para calcular o efeito de uma distribuigao continua de massa, como a da Terra, sobre uma 
particula externa, poderiamos entao subdividir essa distribuicao em urn grande numero de 
elementos de volume (suficientemente pequenos para que cada urn pudesse ser tratado como 
uma particula), calcular pela (5.1.1) a atracao gravitacional sobre a particula exercida por 
cada urn desses elementos, e depois efetuar a soma vetorial de todas essas forcas de direcoes 
diferentes. 

Esse calculo pode ser grandemente simplificado usando o fato (pg. 138) de que a forca 
gravitacional e conservativa e substituindo o calculo da forca pelo da energia potencial da 
particula na presenca da distribuicao de massa. A forga pode ser calculada a partir da energia 
potencial pela (7.4.10). 

E facil ver que o principio de superposicao se aplica tambem a energia potencial. Com 
efeito, decorre imediatamente da definicao (7.4.6) do gradiente que 

grad {U A +U 2 +...) = grad L/ 1 + grad U 2 + . . . (10.9.1) 
Logo, se cada uma das forgas que atuam sobre uma particula e conservativa, a sua 
resultante e 
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F = - grad U i ~ grad U 2 -... = - grad U 

u =ui+u z +...=y\yj 



(10.9.2) 



onde 



(10.9.3) 



j 



o que ja utilizamos na (7.6.14). E bem mais simples efetuar uma soma de grandezas escalares 
do que calcular a resultante de vetores, o que e uma das grandes vantagens de trabalhar com 
a energia potencial. 

Ja vimos (cf. (7.5.22)) que a energia potencial associada a duas particulas de massas m t e 
m 2 separadas pela distancia r 12 , correspondente a forca gravitacional (5.1. 1), e 



(b) Camada esferica 

O truque basico que vamos usar consiste em decompor a distribuicao de massa em 
camadas esfericas concentricas delgadas, como uma cebola e constituida de camadas, e calcular 
inicialmente o potencial devido a uma dessas "casca'S de cebola". 



Consideremos entao uma camada esferica de raio a e espessura h muito pequena sobre 
a qual, pela simetria esferica da distribuigao, a massa estara distribuida uniformemente, e 
calculemos a energia potencial resultante sobre uma particula de massa m num ponto P a 
distancia r do centra (Fig. 10.28). Devido a forma da (10.9.4), e mais simples para isso decompor 
a camada em aneis infinitesimals, como aquele mostrado na figura, cujos pontos sao todos 
equidistantes de P (distancia s). Pela (10.9.4), a contribuicao de urn tat anel para a energia 
potencial em P e 




(10.9.4) 




P 



Figura 10.28 Potencial de camada esferica. 



dV 



(anel) 




(10.9.5) 



onde dM e a massa (infinitesima) do anel. 

SeMea massa total da camada esferica uniforme, temos 



dM area do anel 



(10.9.6) 



M 4na 2 
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Como vemos pela figura 10.28, o raio do anel e p = a sen0, e sua largura e ad0, de modo 



que 



area do anel = 2np ■ ad0 = 2na sen 0d0 



e a (10.9.6) fica 



dM = - M sen6 d6 



Substituindo na (10.9.5), obtemos 



, TT „ Mm sen 6 , A 

dl/ ( anel)=-G— dQ 



(10.9.7) 

2 s 

A energia potencial total se obtem somando sobre todos os aneis, o que equivale, pela 
figura 10.28, a integrar sobre 9, fazendo esse angulo variar de 0 a m 



r . _ Mm f sen 0 

U = -G d0 

2 J s 
e=o 



(10.9.8) 



onde s varia com 0. Podemos relacionar s com aplicando a lei dos cosenos ao triangulo OAP 
da figura 10.28; 

s 2 = a 2 + r 2 - 2ar cos 0 (10.9.9) 
Derivando ambos os membros em relacao a 0 (note que a e r sao constantes), obtemos 

2s — = -2ar— (cosG) = 2ar sen 0 
d0 d0 



ou seja, 



sen 9 
ar d0~ds 



(10.9.10) 



Comparando esta expressao com o integrando da (10.9.8), vemos que e mais facil mudar 
a variavei de integracao de 9 para s e integrar sobre s. Pela (10.9.9), os lirnites de integracao se 
obtem a partir das relacoes 



0 = O=>s -s^in =(r-a) ; 0-7r^>s 2 =s 2 mAx ={r + a) 



max 



(10.9.11) 



correspondendo aos valores minimo e maximo, respectivamente, da distancia do ponto P a 
camada esferica. Logo, substituindo a (10.9. 10) na (10.9.8), obtemos 



U = - 



GMm 
2ar 



'ma) 

J 



ds 



GMm 
2ar 



(s 



— o , 

max °min 



(10.9.11) 



interno 



Embora tenhamos desenhado a figura 10.28 para um ponto P externo a camada esferica, 
nenhum dos resultados acima se altera quando o ponto P e interno (verifique!). Logo, podemos 
aproveitar o calculo para tratar os dois casos. A unica diferenca surge no sinal da raiz quadrada 

das relacoes (10.9.11); como s e uma distancia, s > 0, 
temos sempre s max = r + a, mas s min = r - a para r > a 
(ponto P externo) e s min = a - r para r < a (ponto 
interno): 

Logo, para r > a, s max - s min = (r + a) - (r - a) = 2a 
e para r < a e s max - s min = {r + a)-(a-r) = 2r, de modo 
Figura 10.29 Pontos externo e interno. que a (10.9.11) da, finalmente, 
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V(r) = - 


GMm 
r 


(r>a) 




U(r) = - 


GMm 

a 


(r<a) 



(10.9.12) 



(10.9.13) 



Note-se que, em ambos os casos, U[r) = U{\r\) so depende de r = |r| e nao da direcao, o que 



e obviu "a priuri" pela simeti ia esferica da camada. 



A (10.9.12) mostra que a energia potencial de interacao entre a camada esferica e uma 
particula externa e a mesma que se toda a massa M da camada estivesse concentrada em seu 
centra. A (10.9.13) mostra que, para uma particula interna a camada, a energia potencial e 
constante (independente da distancia ao centra). 

A forca gravitacional correspondente a cada urn dos dois casos se obtem da (7.5.18): 



F(r) = - grad U = = F(r)f 

dr 



onde 



ru'J = 



GMm 



[r>a) 



(10.9.14) 



(lU.9.15) 



e a mesma que se toda a massa da camada estivesse concentrada em seu centra, ao passo 
que, pela (10.9.13), 



F(r) = 0 



(r<a) 



(10.9.16) 

ou seja, a forga gravitacional sobre uma particula interna a uma camada esferica uniforme oca 
(cavidade esferica) enula\ 

Este resultado de aparencia tao surpreendente 
tern uma explicagao bastante simples. 

Com efeito, consideremos uma reta qualquer que 
passa pelo ponto P interno a camada, cortando a 
esfera nos pontos A e 6 (Fig. 10.30). Urn cone 
infinitesimo de vertice P e eixo AB intercepta a esfera 
em duas areas infinitesimas dA e d£, cujas projecoes 
no piano da figura sao A' A" e B' B". Os triangulos 
infinitesimos PA' A" e PB' B" sao semelhantes, pela 
igualdade dos angulos correspondentes, de modo que 




A' A" PA" 



PA_r A 



B'B" PB" PB r 



(10.9.17) 



Figura 10.30 Elementos opostos. 



B 



Logo, segmentos correspondentes dos elementos de area dA e dB estao entre si na razao 
constante r A /r B , e as areas desses elementos estarao uma para a outra como o quadrado 
dessa razao: 



dA dB 

-y = ~T (10.9.18) 

O 1.° e o 2? membra dessa igualdade dao, a menos de urn fator comum (= densidade de massa 
x espessura da camada x Gm), as magnitudes das forcas de atracao exercidas sobre P pelos 
elementos de area dA e dB, as quais tern sentidos opostos. Logo, essas forcas sao iguais e 
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U(r) 
O 



contrarias, e se cancelam. Como a superficie da camada pode toda ela ser subdividida 
em pares de elementos opostos de forma analoga, isto explica o resultado (10.9.16). Este resul- 
tado so e valido por ser a lei de forcas do tipo r 2 , como vemos pela (10.9.18); se fosse r , 
com e * 0, deixaria de valer. 

As (10.9.12) e (10.9.13), bem como as (10.9.15) e 
(10.9.16), estao representadas graficamente na figura 
10.31. Note-se que as expressoes obtidas sao validas 
dentro ou fora da camada esferica, cuja espessura h 
supusemos muito pequena (pg. 211). Se extrapo- 
lassemos essas expressoes ate r = a (limite quando ft 
-» 0), vemos que a energia potencial U{r) seria uma 
funcao continua, mas a forca F(r) seria descontinua, 
saltando bruscamente do valor 0 para r < a ao valor - 
GMm/a 2 para urn ponto externo muito proximo a 
superficie. Na realidade, quando levamos em conta 
que h * 0, ha uma transicao continua entre esses dois 
valores da forca dentro e fora, transicao essa que tern 
lugar no interior da camada, conforme indicado pela 
Figura 1031 Energia potencial e forca. curya em [inha pontilhada na f igura 10.31. O calculo 

de U(r) e F(r) dentro da camada pode ser feito de forma analoga ao que indicaremos a seguir. 



F(r) 



O 






a 






iii 

it/ 

ill / 


r 2 



(c) Esfera macica 

Dizer que uma distribuicao de massa e esfericamente simetrica significa que a densidade 
dessa distribuicao (massa por unidade de volume) so depende da distancia r ao centra da 
esfera e nao da direcao, ou seja, 

p = p (r) (10.9.19) 

Nao e preciso que a esfera seja homogenea, o 
que corresponderia a p = constante (distribuicao 
uniforme). Isto e importante, porque no caso da Terra 
sabemos, pelo estudo das ondas sismicas, que a 
distribuicao de massa esta longe de ser uniforme: a 
densidade media tende a crescer com a profundidade, 
conforme indica o grafico ao lado, que representa p(r) 
(em g/cm 3 ) em funcao de r/R T , onde R T e o raio da 
Terra. 

Considerando o caso geral de uma esfera macica 
de raio R com uma distribuicao esfericamente sime- 
trica de massa, os resultados precedentes permitem 
calcular a energia potencial e a forca sobre uma parti- 
cula de massa m imaginando a esfera decomposta em camadas concentricas delgadas. Seja r 
a distancia da particula ao centra da esfera. 

Urn ponto externo a esfera (r>R)e externo a todas as camadas, de modo que a energia 
potencial resultante e a mesma que se a soma das massas das camadas (igual a massa total M 
da esfera) estivesse concentrada no centra, ou seja, 



p (r), g/cm 3 
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Figura 10.32 Densidade media no interior 
da Terra. 





(r>J?) 


l/(r) = - GMm 


r 





(10.9.20) 
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e a fore, a resultante e F(r) r, onde 




(10.9.21) 



Estes sao os resultados de Newton. Vemos que sua validade so depende da simetria 
esferica da distribuicao, e nao de sua homogeneidade, aplicando-se portanto ao caso da Terra. 

Consideremos agora um ponto interno a esfera (r < R). Neste caso, pela (10.9.16), as 
camadas esfericas concentricas de raio > r nao exercem nenhuma forca sobre ele, e as demais 
camadas (de raio < r) atuam como se sua massa estivesse concentrada no centro, de modo 
que a forca resultante e 



F(r) = -Gm 



M(r) 



(r<R) 



(10.9.22) 



onde M(r), e a massa total contida dentro de uma esfera de raio r (Fig. 10.33): 

Para calcular M(r), e preciso conhecer a distribuicao de densidade. 

O caso mais simples e o de uma esfera ho- 
mogenea, em que p(r) = p 0 = constante. Neste caso 

4 "j r 3 
M{r) = -nr\ = M — 

5 R 6 



de modo que a (10.9.22) da 




Figura 10.33 Esfera concentrica interna. 




(10.9.23) 

Neste caso, portanto, temos uma forca radial atrativa de que varia linearmente com a 
distancia r ao centro, como na lei de Hooke (5.2.1). 

Se fosse possivel escavar um tunel atravessando 
a Terra ate os antipodas, e se a Terra fosse homogenea, 
uma particula dentro do tunel se comportaria entao 
como se houvesse uma mola ideal prendendo-a ao 
centro da Terra (Fig. 10.34). Evidentemente, nenhuma 
dessas duas hipoteses e verdadeira. 

A energia potencial U{r) associada a (10.9.23) 
pode ser calculada com o auxi'lio da (7.5.16), 
relacionando-a com U{R) (que pode ser obtido da 
(10.9.20)): 




Figura 10.34 Forca interna e lei de Hooke. 



r r 

U{r)-U{R) = -\ F{r')dr'= — — - r'dr'= — 

J R 3 J R 2 2 

R R 



Logo 



rn \ t Tf GMm GMm 2 
U{r) = U(R) — — - + —r 

gg . 2R 3 



constante 



GMm , 2 D 2 



2R' 



ir d -R<) 



R 



(r<R) 



(10.9.24) 
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que tern um comportamento parabolico como funcao 
de r. A figura ao lado da os graficos de U(r) e F(r) para 
uma esfera homogenea, representando as (10.9.20), 
(10.9.24), (10.9.21) e (10.9.23). Para uma distribute) 
inomogenea como a da Terra, as porcoes para r > R 
dessas figuras permanecem inalteradas, mas o 
comportamento para r < R seria modificado. 

(d) Duas esferas 

Consideremos finalmente (Fig. 10.36(a)) a forca 
de interacao gravitacional entre duas esferas 1 e 2 
(massas e m 2 ) cujos centres estao separados por 
uma distancia r. 

A esfera 1 atua sobre 2 (Fig. 10.36(b)) como se 
toda a sua massa m\ estivesse concentrada em seu 
centre. 

Mas, pelo principio da acao e reacao, a atracao 
da particula de massa m 1 sobre a esfera 2 e igual e 
contraria a exercida pela esfera 2 sobre m v e esta pode 
ser calculada (Fig. 10.36(c)) substituindo a esfera 2 por 
uma particula de massa m 2 em seu centre. 

Vemos, por conseguinte que a interacao gravi- 
tacional entre duas esferas e a mesma que se toda a 
massa de cada uma delas estivesse concentrada em 
seu centre. Este resultado desempenha um papel im- 
portante na analise da experiencia de Cavendish (pg. 204), em que as esferas estao usualmente 
muito proximas entre si, mas apesar disso continuam interagindo como se fossem duas 
particulas puntiformes, o que nao Valeria para corpos de forma nao-esferica. 



Figura 10.35 U e Fpara esfera homogenea. 




Figura 10.36 Interacao gravitacional entre 
duas esferas. 



10.10 — Massa reduzida 

Ao tratar o problema do movimento de um planeta em torno do Sol na aproximacao de 
orbitas circulares (pg. 198), tomamos a posicao do Sol como um ponto fixo, que serviu como 
origem do referencial empregado na descricao do movimento. Na realidade, para um sistema 
isolado de particulas, ou seja, um sistema sobre o qual atuam apenas forcas internas, como as 
gravitacionais, e o centre de massa do sistema que permanece em repouso ou em movimento 
retilineo uniforme (pg. 154), podendo ser tornado como origem de um referencial inercial. 
Como a massa do Sol e muito maior do que a de qualquer planeta (99,9% da massa total do 

Sistema Solar concentram-se no Sol), o CM esta muito 
proximo dele, de modo que o erro da aproximacao 
anterior (toma-lo como fixo) e pequeno. Para uma 
estrela dupla, porem, em que as massas das duas 
componentes do par podem ser de mesma ordem, 
uma aproximacao desse tipo e inviavel. Vejamos como 
tratar, sem essa aproximacao, o problema de dois 
corpos: a interacao gravitacional entre duas particulas 
de massas quaisquer, m i e m 2 . 

Figura 10.37 Interacao entre duas particulas. A figura 10.37 ilustra as posicoes r t , r 2 e R das 




10.10 — MASSA REDUZIDA 



217 



duas parti'culas e do CM em relacao a urn referencial qualquer de origem O, onde R e dado 
pela (8.115). Tomando um novo referencial com origem 0' no CM (referencial do CM), os 
vetores de posicao r\, e r 2 das duas parti'culas relativos a esse referencial sao dados pelas 
(8.117), ou seja, 

r ^~T7 r > r 2=^T r (10.10.1) 
M M 

onde M = m 1 + m 2 ea massa total do sistema, e 

r = r 2 -r 1 (10.10.2) 
e o vetor de posicao de m 2 em relacao a m^. 

As equacoes de movimento no referencial do CM se escrevem: 

m^ = F %2 ), ^2^2=^2(1) (10.10.3) 



onde, pelas (5.11) e (10.10.2) 



F 2 (i)=-G^r--F 1(2) (10.10.4) 
r 



com r = r/r, r = Irl 



Substituindo as (10.10.1) nas (10.10.3), vemosque ambas as equacoes de movimento se 
reduzem a uma unica: 



m l^r = F 2(1 1= -C«f- (10.10.5) 



M ■ " 2(1) r 2 



ou seja 

onde F = F 2(1) depende somente de r, e 



*ir = F (=F 2(1) ) (10.10.6) 



m 1 m 2 m 1 m 2 
li M m t + m 2 



(10.10.7) 



que tern as dimensoes de massa, chama-se massa reduzida do sistema de dois corpos (cf. pg. 
181). 

A (10.10.6) e formalmente identica a equacao de movimento de uma unica particula 
de massa |i igual a massa reduzida e vetor de posicao r, sujeita a forca F. Conseguimos 
assim reduzir o problema de dois corpos ao de um so corpo. Essa reducao vale nao somente 
para o caso gravitacional, mas para qualquer forca de interacao central, ou seja, sempre que 
^2(1) = - Fi(2) depende apenas de r = r 2 - r t (unica propriedade usada). 

A "particula" de massa ji e ficti'cia, mas, uma vez resolvida a (10.10.6) e obtido r(f), basta 
substituir nas (10.10.1) para obter as posicoes rj(t) e r 2 (t) das duas parti'culas em relacao ao 
CM, em funcao do tempo. Note-se que r(t) da a orbita de uma das parti'culas em relacao a 
outra. 

Temos, pela (10.10.7), 

I = £i±!!k = J_ + JL (10.10.8) 
u m 1 m 2 m 1 m 2 

de modo que e sempre menor que m t e m 2 . Se uma das duas massas e muito maior que a 
outra, por exemplo m 2 » m v podemos desprezar l/m 2 em confronto com Vm x e vem u « m v 
Assim, por exemplo, a massa reduzida do sistema Terra-Sol e aproximadamente igual a massa 
da Terra. 
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Vejamos agora qual e o efeito da massa reduzida no problema das orbitas circulares sob 
a acao de forcas gravitacionais. As (10.10.5) e (10.10.6) dao 

r = -G — [ —^r^ l — — — r (10.10.9) 

Para uma orbita circular com periodo T da particula ficticia de massa \i, identificamos 
r com a aceleracao centnpeta (cf. (10.6.1)) 

r = -47t 2 -^f (10.10.10) 



V 



Das (10.10.9) e (10.10.10), obtemos 




(10.10.11) 

No caso do movimento dos planetas em torno do Sol na aproximacao de orbitas circulares, 
r seria o raio da orbita, m 2 a massa do Sol e m t a massa do planeta. Pode-se demonstrar que 
a (10.10.11) permanece valida para orbitas elipticas, substituindo r pelo raio medio da orbita 
(semi-eixo maior da elipse). 

Comparando a (10.10.11) com a (10.8.1), vemos que o unico efeito da massa reduzida e 
introduzir o fator de correcao 1 + (m 1 /m 2 ) na 3? lei de Kepler (cf. (10.4.1)). Devido a esse fator, 
a 3. a lei nao e mais exata, ou seja, a "constante" da 3? lei nao e exatamente a mesma para todos 
os planetas, variando de planeta a planeta pelo fator de correcao. Entretanto, mesmo para 
Jupiter, o planeta que tern a maior massa, m 1 /m 2 - 10~ 3 (para a Terra, nVm 2 - 3 x 10~ 6 ), de 
modo que o fator de correcao e muito proximo da unidade e a 3a lei de Kepler e uma excelente 
aproximacao (cf. tabela da pg. 195). 

Se a particula ficticia de vetor de posicao r descreve um circulo, as (10.10.1) mostram que 
as duas particulas reais tambem descrevem orbitas circulares em torno do CM. Para o sistema 

oui-pidiiCLci, u v^ivi cslci niuuu ui uaiiiiu uu jui, c u iaiu uci vi una uu yiaiicia cm luinu uu v^ivi, 

|r*4 1 = (m 2 /M) r r, praticamente coincide com o da orbita em torno do Sol. Por outro lado, o 
Sol tambem descreve uma orbita circular em torno do CM, mas o raio dessa orbita e |r 2 | = 
(myM) r «< r, ou seja, e extremamente pequeno em confronto com a distancia Sol-planeta. 

Para um sistema de dois corpos de massas iguais, = m 2 , e para uma orbita circular de 
raio r da particula de massa reduzida \i = m x !2, as (10.10.1) mostram que r[ = -V 2 r e r 2 = V 2 r. 
Neste caso, o CM e o ponto medio do segmento que une as duas particulas, e elas giram em 
torno desse ponto como uma barra rigida em torno do centro, descrevendo circulos de raio r/2. 



10.11 — Energia potencial para um sistema de particulas 

Pela (7.3.6), a energia potencial de uma particula sujeita a forgas conservativas, num 
ponto F, e dada por 

p 

L/(P) = -JVdi onde U{P 0 ) = 0 (10.11.1) 

e o resultado independe do caminho de P 0 a P. Vimos tambem (cf.(7.5.16) e (7.5.22)) que, para 
um sistema de duas particulas de massas m t e m 2 em interacao gravitacional, a energia potencial 
da particula 1 numa posicao situada a distancia r 12 da particula 2 e dada por (cf. (10.9.4)) 
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(10.11.2) 



r 12 



adotando-se como nivel zero de energia potencial um ponto P 0 , infinitamente afastado, onde 
a forca gravitational se anula (r 12 -» *>). 

A (10. 11.2) e tambem a energia potencial da particula 2 sob o efeito gravitacional da 
particula 1. Existe uma completa simetria com respeito as duas particulas, sugerindo que se 
deva interpretar U como energia potencial associada ao sistema de duas particulas na 
configura^ao considerada, ou seja, quando estao a distancia r t2 uma da outra; podemos usar 
a notacao U = l/ 12 para exprimir esta ideia. 

Consideremos agora uma terceira particula, de massa m 3/ situada na posicao 3 (Fig. 
10.38). 

Qual e a energia potencial da particula nessa po- 
sicao, sob a acao das forgas gravitacionais devidas a 
e m 2 ? Podemos calcula-la pela (10.11.1), onde P Q 
esta infinitamente afastado e F = F 3(1) + F 3(2 ), usando 
notacao analoga a da (5.1.1): 



o o O 

U 3 =-Jf ■ dl = - J F 3(1) dl-|F 3(2) dl = 







TYl\ 










dl 
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= Gftia m-> — % + Gm ? mo — — n 



Figura 10.38 Sistema de 3 particulas. 



onde as notacoes estao explicadas na figura 10.38. Cada uma dessas integrals e analoga as 
(7.5.21) e (7.5.22), e o resultado e 



u 3 = -u — - — - — u — - — — 



UU. 1 L.OJ 



'13 



'23 



Isto decorre diretamente do principio de superposicao (cf. pg. 210). Note-se que, adotando 
a notacao simetrica mencionada acima, escrevenamos a (10. 11.3) sob a forma 

U 3 = U 13 + (J 23 (10.11.4) 

ou seja, a energia potencial da particula 3 e a soma de suas energias de interacao com as 
particulas 1 e 2. 

A energia potencial total do sistema de 3 particulas obtem-se somando a U 3 a energia 
potencial (10.11.1) do sistema das duas particulas 1 e 2: 



U = L/ 12 + Uii + Un =-G 



13 



23 



f m^m 2 m 1 m 3 m 2 m 3 ^ 



V r i2 



'13 



r 23 J 



(10.11.5) 



Novamente, o resultado e simetrico em relacao as tres particulas: a energia potencial 
total e uma propriedade da configuracao. Obteriamos o mesmo resultado, por exemplo, 
somando a energia potencial do sistema formado pelas particulas 2 e 3 (L/ 23 ) a energia potencial 
da particula 1 sob a acao das duas outras (L/ 12 + l/ 13 ). 

O resultado se generaliza imediatamente a energia potencial gravitacional de um sistema 
de um numero qualquer N de particulas: a energia total e a soma das energias de interacao 
entre todos os pares de particulas: 



220 



Capi'tulo 10 — GRAVITACAO 



N N 



y 



(10.11.6) 



pares distintos \=\ 



onde os indices i e j tomam todos os valores diferentes de 1 a N que correspondem a pares 
distintos. Para isto, como indicado, basta restringir a soma a i < j, o que impede que o mesmo 
par seja contado duas vezes (o par 2 1 e o mesmo que 1 2); isto foi feito na (10.11.5). Tambem 
podemos remover esta restricao, contando cada par duas vezes, e dividindo por 2 o resultado: 



Se as particulas estao sujeitas unicamente a interacao gravitacional entre elas, a energia 
total do si stem a e 



onde Tea energia cinetica total e v, e a velocidade da particula /. Como a forga gravitacional 
e conservativa, a energia total se conserva no tempo, embora as velocidades v, e as distancias 
r f j variem com o tempo. E o que sucede, por exemplo, no movimento do sistema planetario 
como um todo em redor do Sol. O fato de que a energia potencial do sistema e negativa 
significa que se trata de um sistema ligado-. seria preciso fornecer energia aos planetas para 
remove-los a uma distancia infinita uns dos outros e do Sol (r^ -> «>), onde a interacao 
gravitacional seria nula. Por outro lado, a contracao gravitacional de uma estrela ou de uma 
galaxia diminui as distancias e por conseguinte tambem o valor de U (| U\ aumenta e U < 0). 
A energia assim desprendida pode transformar-se em energia cinetica ou converter-se em 
outras formas de energia. 

PROBLEMAS DO CAP1TULO 10 

1. Em 1968, a nave espacial Apolo 8 foi colocada numa orbita circular em torno da Lua, a 
uma altitude de 113 km acima da superfine. O periodo observado dessa orbita foi de lh 
59 min. Sabendo que o raio da Lua e de 1.738 km, utilize esses dados para calcular a 
massa da Lua. 

2. Considere um satelite em orbita circular proxima da superfine de um planeta. (a) Mostre 
que o periodo T dessa orbita so depende da densidade media do planeta, e nao de sua 
massa total, (b) Calcule o valor de Tpara a Terra, para a qua! p = 5,52 kg/rn 3 , desprezando 
os efeitos da atmosfera sobre a orbita. (c) Ainda no caso da Terra, calcule a velocidade do 
satelite nessa orbita. 

3. Para uma particula em orbita circular em torno de um centro de forca gravitacional 
demonstre que: (a) A energia total da particula e a metade da energia potencial associada 
a orbita. (b) A velocidade da particula e inversamente proporcional a raiz quadrada do 
raio da orbita. 

4. Considere um satelite em orbita circular proxima da superficie de um planeta de raio R Pf 
onde a aceleracao da gravidade vale g p . (a) Calcule a velocidade de escape do satelite 
partindo dessa orbita. (b) Aplique o resultado a Terra, desprezando os efeitos da atmosfera. 




(10.11.7) 



1 N 

E^T + U = j^m^ + U 



(10.11.8) 



PROBLEMAS DO CAP1TULO 10 



221 



5. O diametro angular aparente do Sol visto da Terra (angulo subtendido pelo disco solar) 
e de 0,55°. A constante gravitacional e G = 6,67 x 10" 11 N • m 2 /kg 2 . Utilizando apenas estes 
dados, juntamente com o periodo da orbita da Terra em torno do Sol, aproximada por 
um drculo, calcule a densidade media \i do Sol. 

6. Supondo que a atracao gravitacional da nossa galaxia, de massa total M g e raio R gr atua 
como se toda a massa estivesse concentrada no seu centro, e comparando a orbita circu- 
lar de uma estrela situada na beirada da galaxia, de velocidade v g , com a orbita da Terra 
em torno do Sol, de raio medio R, mostre que 

M g /M s =(R g v 2 g )/(Rv 2 ) 

onde m s e a massa do Sol e v e a velocidade orbital da Terra em torno do Sol. Sabendo 
que a velocidade orbital do Sistema Solar em torno do centro da galaxia e de 
aproximadamente 200 km/s [Sec. 10.8 (e)] e que a distancia dele ao centro e de 
aproximadamente (3/5) R g , (a) Estime v g usando o resultado (b) do Problema 3; (b) Estime 
M g /M s , sabendo que R g ~ 5 x 10 4 anos-luz. 

7. Em 1795, Pierre-Simon de Laplace antecipou a existencia de buracos negros, afirmando: 
"Uma estrela luminosa de mesma densidade que a Terra, cujo diametro fosse 250 vezes 
maior que o do Sol, nao permitiria, em conseqiiencia de sua atracao, que os seus raios 
luminosos nos atingissem; e possi'vel, poftanto, que os maiores corpos luminosos 
existentes no Universo sejam invisi'veis para nos." Embora este raciocinio nao-relativistico 
nao se justifique, deduza o resultado de Laplace. Para isto, calcule a velocidade de escape 
a partir de uma estrela hipotetica de mesma densidade que a Terra em funcao do seu 
diametro e ache o valor cn'tico do diametro. 

8. Considere um sistema de tres particulas de mesma massa m, ocupando os vertices de um 
triangulo equilatero de lado d. (a) Calcule a forca gravitacional que atua sobre cada 
particula, em modulo, direcao e sentido. (b) Mostre que as tres particulas mantem essa 
configuragao triangular descrevendo orbitas circulares em torno do CM do sistema com 
velocidade angular go; calcule o valor de co. Este caso particular soluvel do problema de 

ii ca tui pua iui tunaiuci auu jjui L.ajjiavc. 

9. Considere uma estrela binaria cujos componentes, de massas m\ e m 2 , separadas por 
uma distancia r, descrevem orbitas circulares de periodo T em torno do CM do par (Sec. 
10. 10). Seja T s o periodo da orbita da Terra, de raio medio R, em torno do Sol, de massa 
Ms . (a) Mostre que 

(T IT s f= [M s f {m A + m 2 )] x (r / Rf 

(b) Aplique este resultado para calcular o periodo da estrela dupla Sirius A - Sirius B 
[Sec. 10.8 (e)], sabendo que a massa de Sirius A e 2,2 M s e a de Sirius B e 0,9 M s . A 
separacao do par e de 19,9 U.A.; despreze a excentricidade das orbitas. (c) Calcule os 
raios r A e r B das orbitas de Sirius A e Sirius B. 

10. Duas particulas de massas m i e m z sao soltas em repouso, separadas de uma distancia 
inicial r 0 , movendo-se apenas sob o efeito de sua atracao gravitacional mutua. Calcule as 
velocidades das duas particulas quando se aproximam ate uma distancia r(< r 0 ) uma da 
outra. 

11. Calcule, em kgf, a forca de atracao gravitacional entre duas esferas identicas de chumbo 
de raio igual a 50 cm, encostadas uma na outra. A densidade do chumbo e de 11,3 g/cm 3 . 

12. Calcule o periodo de oscilacao de uma particula no tunel hipotetico atraves do centro da 
Terra considerado na Sec. 10.9 (c). Com que velocidade a particula passaria pelo centro 
da Terra? Compare os resultados com os do Problema 2. 
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13. Calcule o campo gravitacional (forga por unidade de massa) produzido por uma camada 
esferica homogenea de densidade p, raio interno a e raio externo b, num ponto situado 
dentro da camada, a distancia r do centro [a < r < b) Mostre que, para uma camada 
delgada, o campo varia linearmente (com boa aproximagao) entre as superficies interna 
e externa (cf. figura 10.31). 

14. Dentro de uma esfera de raio R e de densidade p 
existe uma cavidade esferica de raio a. A distancia 
entre os centros O e O' da esfera e da cavidade e 
d (figura). (a) Para um ponto P externo, alinhado 
com os centros OeO'ea distancia r de O, calcule 
a razao entre o campo gravitacional (forga por 
unidade de massa) da esfera com a cavidade e 
aquele que existiria se a esfera fosse maciga (sem 
cavidade). (b) Calcule o campo gravitacional (em 
modulo, diregao e sentido) num ponto P' qual- 
quer situado dentro da cavidade. Sugestao: Pro- 
cure construir os campos superpondo duas 
situagoes. 

15. Calcule a energia potencial gravitacional total (Sec. 10.11) associada a uma esfera 
homogenea de raio R e massa M. Sugestao: Imagine a esfera como sendo construida por 
aareaacao de camadas sucessivas. mmo casras Hp rehnla CnnsiHprp a variaran Hp pnpmia 

potencial quando uma camada de espessura dr infmitesima e agregada a uma esfera de 
raio r, e integre sobre r. 

16. Considere um fio retilineo homogeneo de massa 
M e comprimento L e uma particula de massa m 
alinhada com o fio, a distancia D de uma extre- 
midade (Fig,). Mostre que a forga de atragao 
gravitacional exercida pelo fio sobre a particula 
e a mesma que se teria se a massa total do fio 
estivesse concentrada num unico ponto, a distancia d da massa m, onde d = VD(D-L) e a 
media geometrica das distancias de m as extremidacjes A e B do fio. 

Nota: h = I-l 
J x a b 

a 

17. Um fio homogeneo de massa M tern a forma de 
um anel circular de raio a. Calcule a forga de 
atracao gravitacional exercida pelo fio sobre uma 
particula de massa m situada sobre o eixo (per- 
pendicular ao piano do anel que passa pelo seu 
centro), a distancia D do centro do anel (Fig.). 






223 



Cafttulo 

ROTACOES 
E MOMENTO ANGULAR 



Iniciaremos agora o estudo especifico de movimentos de rotagao, em particular dos 
chamados "corpos rigidos", que, alem de sua grande importancia pratica, estao entre os 
sistemas de particulas de tipo mais simples tratados na mecanica. Seremos levados ainda a 
introduzir o novo conceito de "momento angular" que, assim como os de energia e momento, 
e um dos mais importantes conceitos fisicos. 

11.1 — Cinematica do corpo rigido 

Um corpo rigido corresponde a um conceito limite ideal de um corpo indeformavel 
quaisquer que sejam as forces a ele aplicadas: um corpo e rigido quando a distancia. entre 
duas particulas quaisquer do corpo e invariavel Nenhum corpo e perfeitamente rigido: uma 
barra de ago se deforma sob a agao de forcas suficientemente intensas e duas bolas de bilhar 
que colidem deformam-se ao entrar em contato. Entretanto, as deformagoes sao em geral 
suficientemente pequenas para que possam ser desprezadas em primeira aproximacao. 

Translacao. Diz-se que um corpo rigido tern um 
movimento de translacao quando a diregao de 
qualquer segmento que une dois de seus pontos nao 
se altera durante o movimento. Isto implica que todos 
os pontos do corpo descrevem curvas paralelas, ou 

seja, superponiveis umas as outras por translacao (Fig. R 1 1 A Translacao de um corpo Hgido 
11.1). Todos os pontos sofrem o mesmo deslocamento 

durante o mesmo intervalo de tempo, de modo que todos tern, em qualquer instante, a mesma 
velocidade e aceleracao, que se chamam, respectivamente, velocidade e aceleragao de 
translagao do corpo rigido. Para estudar o movimento de translacao de um corpo rigido, 
basta estuda-lo para qualquer um de seus pontos (por exemplo, o centro de massa). Este tipo 
de movimento reduz-se entao ao de um unico ponto material. 

Rotacao. Se fixamos dois pontos A e B de um corpo rigido, isto equivale a fixar todos os 
pontos da reta definida por AB, pois todos eles tern de manter inalteradas suas distancias de 
A e de B. Qualquer particula do corpo situada fora desta reta tern de manter invariavel sua 
distancia ao eixo AB, de modo que so pode descrever um circulo, (Fig. 11.2) com centro nesse 
eixo. Logo, AB e um eixo de rotacao: todas as particulas descrevem circulos com centro no 
eixo, e giram de um mesmo angulo no mesmo intervalo de tempo. 

O estudo do movimento reduz-se neste caso ao estudo do movimento circular de qualquer 
particula situada fora do eixo: temos uma rotacao em torno de um eixo fixo, que pode ser 
descrita em termos de uma unica coordenada, o angulo de rotacao. 
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Figura 1 1 2 Rotacao em tor no de um eixo 
fixo. 




Figura 1 1 .3 Rotacao em torno de um 
ponto fixo. 



Se fixarmos um unico ponto 0 do corpo, qualquer 
outro ponto P situado a uraa distancia r de 0 (Fig. 
11.3) tern de mover-se sobre uma esfera de raio r com 
centro em O. Temos uma rotagao em torno de um 
ponto fixo, e o deslocamento de um ponto como P 
sobre a esfera pode ser descrito por duas coorde- 
nadas: por exemplo, os angulos de latitude e longi- 
tude (cf. pg. 12). Essas coordenadas descrevem a 
posicao de P. 

Fixando a posicao de 3 pontos A, B e C nao 
colineares, fica fixada a posicao do corpo rigido. Com 
efeito, ao fixarmos AeB, fica fixado o eixo AB. O 
ponto C nao colinear so poderia descrever um cir- 
culo em torno de AB; logo, fixando C, fixa-se o corpo 
rigido. 

Podemos agora demonstrar um resultado muito 
importante devido a Chasles (1830): O movimento mais 
geral de um corpo rigido se compoe de uma translagao 
e uma rotagao. 

Com efeito, se O' e o ponto para onde se desloca 
um ponto O arbitrario do corpo, efetuemos primeiro 
uma translagao de todo o corpo, defmida pelo vetor 
OO'. Isto leva a posicao intermediaria em linha 
interrompida na fig. ao lado. Se AeB sao duas outras 
particulas do corpo nessa posicao, nao colineares 
com O, as suas correspondentes A' e £' na posicao 
final do corpo tern de ser tais que os triangulos O' AB 
e O' A' B' sejam iguais, pois os lados corresponden- 
tes sao iguais, pela rigidez do corpo. Logo, esses dois 
triangulos podem ser superpostos por uma rotacao 
em torno do ponto fixo comum O'. Uma vez fixados os tres pontos nao colineares O', A' e B', 
fica fixada a posicao do corpo rigido, o que demonstra o resultado. 

Quantos parametros e preciso dar para especificar completamente a posigao de um corpo 
rigido em relacao a um dado referencial? Inicialmente, para especificar a posicao de um ponto 
P do corpo, precisamos de 3 coordenadas, Uma vez fixado P, outro ponto A do corpo a distancia 
r de P permanece sobre uma esfera de raio r, e sua posicao sobre essa esfera e especificada 
por mais duas coordenadas (latitude e longitude, por exemplo). Finalmente, uma vez 
especificadas as posicoes dos dois pontos P e A, qualquer outro ponto B do corpo tern de 
estar sobre um circulo com centro no eixo P A, e sua posicao sobre esse circulo pode ser 
especificada por mais uma coordenada (angulo de rotagao em torno do eixo). Logo, precisamos 
de 3 + 2 + 1 = 6 coordenadas para especificar completamente a posicao de um corpo rigido. 
Dizemos que um corpo rigido tern 6 graus de liberdade. 

De forma geral, chamam-se graus de liberdade de um sistema os parametros que e preciso 
fixar para especificar a posigao do sistema. Uma particula livre tern 3 graus de liberdade e um 
sistema de JV particulas tern 3N graus de liberdade (3 coordenadas para cada particula). Uma 
particula que se desloca sobre uma superfine tern 2 graus de liberdade; uma conta que desliza 
sobre um fio tern 1 grau de liberdade. 

0 resultado obtido acima sobre o deslocamento mais geral de um corpo rigido permite 
associar 3 dos 6 graus de liberdade a translacao e os outros 3 a rotagao. Um corpo rigido com 
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um ponto fixo tern 3 graus de liberdade, associados a rotacao em torno desse ponto: se girar 
em torno de um eixo fixo, tern 1 so grau de liberdade. 
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11.2— Representacao vetorial das rotacoes 

O movimento mais simples de rotacao de um 
corpo rigido e a rotacao em torno de um eixo fixo (Oz 
na Fig, 11.5). Como vimos, o estudo desse movimento 
reduz-se ao do movimento circular de um ponto P 
qualquer numa seccao transversal ao eixo. O sistema 
tern 1 grau de liberdade: a rotacao pode ser descrita 
pelo angulo de rotacao 0 do ponto Pnesse movimento 
circular. Ja discutimos (Sec. 3.8.) o movimento circu- 
lar no caso geral. 

Por conseguinte, se o eixo de rotacao permanece 
fixo, a rotacao pode ser descrita por uma grandeza R 8 ura U3 An § ul ° de rot ^ aa 
escalar, que e o angulo de rotacao 8. Entretanto, isto deixa de valer para um movimento de 
rotacao mais geral. Por exemplo, no movimento de um piao, a direcao do eixo de rotacao 
varia a cada instante. Logo, para caracterizar uma rotacao no caso geral, nao basta dar um 
angulo de rotacao: e preciso dar tambem uma direcao, a direcao do eixo de rotacao. 

Poderiamos pensar entao em associar um vetor "0" a uma rotacao pelo angulo 0, a direcao 
desse vetor sendo dada pela diregao do eixo. Ja vimos, porem (pgs. 43 - 44), que a grandeza 
"8" associada a uma rotacao finita, embora tendo modulo, direcao e sentido, nao seria um 
vetor, pois a adicao de grandezas desse tipo nao e comutativa (cf. (3.2.5)). 

Entretanto, se, em lugar de rotagoes finitas, tomarmos rotacoes por angulos 60 
infinitesimals, vamos ver agora que rotagdes infinitesimals sao comutativas e tern carater 
vetorial. Para isto vamos associar um vetor a uma rotacao infinitesimal, pelo mesmo 
procedimento definido a pg. 43 para rotacoes finitas. 

A magnitude de 80 e o angulo de rotacao infini- 
tesimal 58, e sua direcao e a do eixo de rotacao. 
Entretanto, fisicamente nao ha nada que permita 
associar um sentido ao vetor. Como vimos a pg. '43, 
isto so pode ser feito por convencao. A convencao 
usualmente adotada e a que esta ilustrada na Fig. 11.6: 
um observador com a cabeca na extremidade do vetor 
80 e os pes na origem, olhando para "baixo", ve a 
rotacao ocorrer no sentido anti-horario. Vamos adotar 
sempre esta convencao (embora pudessemos igual- 
mente bem ter escolhido a oposta). 
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Figura 1 1 .6 Convencao de orienracao. 
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v^onsicteremos agora um corpo ngiuo em rotacao em lorno ue um eixo e uma seccao 
transversal (perpendicular ao eixo de rotacao) do corpo, que tomamos como piano xy de um 
sistema de coordenadas com origem 0 no eixo de rotacao Oz (Fig. 11.7). 

Um ponto P da seccao transversal, a distancia r da origem, sofre um deslocamento 
8s = r50 em conseqiiencia da rotacao infinitesimal. Procuremos agora relacionar o deslocamento 
vetorial PP' = 8s (que, por ser infinitesimal, podemos tomar com a direcao da tangente ao 
circulo da figura) com 80 e o vetor de posicao OP = r. A relacao entre esses tres vetores e dada 
por um novo tipo de produto de vetores, o produto vetorial indicado pelo sinal "x": 



8s = 80xr 



(11.2.1) 
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Figura 1 1.7 Produto vetorial. 




Figura 1 1 .8 Magnitude do produto vetorial. 
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Figura 1 1 3 Interpretacao geometrica. 



0 produto vetorial dos vetores 80 e r e um vetor, 
o deslocamento 8s,cuja magnitude, no presente caso 
em que 80 e r sao perpendiculares entre si, e o produto 
das magnitudes dos dois fatores: |8s| = |80| * |r|. A 
diregao de 80 x r e perpendicular ao piano definido 
pelas direcoes de 80 e de r (no caso da Fig. 11.7, em 
que tomamos rllOx, este e o piano Oxz). Finalmente, 
o sentido de 80 x r e tal que um observador, com a 
cabeca na extremidade desse vetor e os pes na origem, 
que imagine 80 girando em direcao a r, ve essa rota- 
cao no sentido anti-horario. No caso da Fig. 11.7 por 
exemplo, o sentido de 80 x r e o do eixo Oy. 

Consideremos agora um ponto P do corpo rigido 
nao situado no piano Oxy. Na figura 11.8, o vetor 8s e 
perpendicular ao piano do papel e aponta para o leitor, 
o que indicamos pela notacao 0. A relacao (11.2.1) 
permanece valida e a direcao e o sentido de 80 x r 
continuam sendo dados pela regra acima. A unica 
diferenca e na magnitude, que agora e dada por 



8s 



80xr =30p = 



80 



sen (p 



(11.2.2) 



onde (peo angulo entre as direcoes de 85 e r. Estas 
consideracoes nos levam a definicao geral do produto 
vetorial de dois vetores: 

Digressao sobre produto vetorial 

O produto vetorial c = a x b de dois vetores a e b 
e o vetor definido por (cf. Fig. 11.9): Direqao: perpen- 
dicular ao piano definido por a e b. Sentido: tal que, 
visto da extremidade de c, a gira aproximando-se de 
b no sentido anti-horario. 

Magnitude de a x b: 



axb 



sen (p 



(11.2.3) 



onde <peo angulo entre as direcoes de a e b. Note-se 
que esta magnitude e tambem a area do parale- 
logramo construido sobre os dois vetores, conforme 
indicado na figura 11.9. 

'Como o sentido de rotacao de a para b e oposto 
ao de b para a, temos 



axb=-bxa 



(11.2.4) 



ou seja, o produto vetorial e anti-comutativo. A (11.2.3) mostra ainda que, se |a| * 0 e |b| * 0, 
a x b = 0 quando e somente quando as direcoes de a e b sao paralelas. Em particular, a x a = 0. 



Temos ainda: 
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ixj = k = -jxi 
jxk = i = -kxj 
kxi = j = -ixk 



(11.2.5) 




onde i, j e k sao os versores dos eixos coordenados. Note que a orientacao usual dos eixos x, 
yez, formando um triedro dextrogiro, tambem e uma convencao. 0 sinal dos produtos vetoriais 
na (11.2.5) e positivo quando os fatores se sucedem na ordem de uma permutacao circular de 
ill k). 

Demonstra-se (curso de calculo vetorial) que o produto vetorial e distributivo, ou seja, 

ax(b + c) = axb + axc (11.2.6) 
Com o auxilio das (11.2.5) e (11.2.6), podemos calcular as componentes cartesianas de 

a x b = (a x i + a y j + a z k) x (Jb x i + b y j + b z k) 
com o seguinte resultado, onde o ultimo membro e um determinante: 



(11.2.7) 



Apos esta digressao, podemos voltar a discussao da representacao vetorial das rotacoes 
infinitesimais, completando a prova de que 89 e um vetor, 

Consideremos o deslocamento resultante de duas rotacoes infinitesimais sucessivas 89! 
e 86 2 , que podem ser em torno de eixos de direcoes diferentes, aplicadas a um ponto P de 
vetor de posicao OP = r. Pela (11.2. 1), temos, para os deslocamentos correspondentes as 
duas rotacoes, 

8s t - 80 t x r 
8s 2 = 80 2 x r 

Sabemos que os deslocamentos sao vetores. Logo, o deslocamento resultante sera a soma 
vetorial 

8s - 8s-! + Ss 2 = 80-i x r + 80 2 x r = [hS^ + 80 2 ) x r 

onde utilizamos a (11.2.6). Logo, a rotacao infinitesimal resultante e dada pela soma vetorial 
80i + 80 2 (= 80 2 + 80J, provando assim a assercao feita acima de que rotacoes infinitesimais 
sao comutativas e tern carater vetorial, ao contrario de rotacoes finitas. 

Vetor velocidade angular: 0 vetor velocidade instantanea de um ponto P do corpo ngido em 
rotacao, que tern um deslocamento infinitesimal 8s durante o intervalo de tempo infinitesimal 
8t, e dado por 



v - lim 



8s 

bt 



= lim 

8t->0 



^89^ 



bt 



x r 



' ou seja, como 8s = 8r (cf. Fig. 11.8), 



onde 



v = dr/df = 


wxr 




<*>= lim 

8t-»0 




_ de 

~ dt 



(11.2.8) 



(11.2.9) 



se chama vetor velocidade angular. 
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A magnitude to = dQ/dt desse vetor corresponde 
a velocidade angular escalar defmida anteriormente; 
a direcao de w e a do eixo de rotacao e o sentido e o 
de 50 (Fig. 11.10). 

Vimos na Sec. 11.1 que o deslocamento mais geral 

possi'vel de um corpo rigido se compoe de uma 

. , . translacao e de uma rotagao. Correspondentemente, 

Figura 11.10 Vetor velocidade angular. . j , . , , , , 

6 6 podemos decompor a velocidade de uma particula 

arbitraria do corpo num dado instante em dois termos: uma velocidade instantanea de 

translacao u e uma velocidade instantanea de rotacao dada pela (11.2.8), o que da para a 

velocidade total 
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V = u + v = u + toxr 



(11.2.10) 
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Figura 1 1 .1 1 Representacao por um 
circulo orientado. 



Conforme ja foi mencionado, a direcao do eixo instantaneo de rotacao, e por conseguinte 
a de to, varia em geral a cada instante. O caso mais simples, que e aquele em que to tern uma 
direcao fixa, sera estudado em primeiro iugar, no proximo capitulo. 

Vetores polares e vetores axiais: Vetores como 80 e to diferem dos demais vetores encontrados 
ate aqui pelo fato de que, embora tenham magnitude e direcao bem definidas, seu sentido e 
definido atraves de uma convencao. 

Seria mais apropriado representar to geome- 
tricamente por um circulo orientado (Fig. 11.11) do 
que por uma flecha. A convencao usual quanto ao sen- 
tido dessa flecha poderia ser invertida sem nenhum 
prejuizo para a fisica, ou seja, nao existe nenhuma 
caracteristica fisica que permita orientar a direcao do 
eixo de rotacao para "cima" ou para "baixo". 

Devido a sua associacao com uma orientacao 
convencional de um eixo, um vetor como 80 ou to 
chama-se vetor axial Os vetores ordinarios ate aqui encontrados, do tipo de um deslocamento, 
chamam-se vetores polares: exemplos sao r, v, a, p e F. 

A diferenca entre vetores polares e vetores axiais 
aparece claramente quando examinamos seu compo- 
rtamento frente a uma reflexao. Isto se relaciona com 
o fato de que um triedro dextrogiro se transforma em 
sinistrogiro quando refletido num espelho, como 
mostra a Fig. 11.12, onde o espelho e paralelo ao piano 
yz. Vemos tambem na figura que um circulo orientado 
com seu piano paralelo ao do espelho se reflete de tal 
forma que o vetor axial to associado, perpendicular 
ao espelho, nao se altera (to' = to), ao passo que um 
Vetor polar r perpendicular ao espelho troca de sinal 
por reflexao (r r = - r). E facil ver, considerando outras 
orientacoes do circulo (verifique!) que componentes 
paralelas ao espelho de vetores polares e axiais tambem se refletem com sinal diferente. 

A definicao dada acima de produto vetorial envolve uma convencao para definir o seu 
sentido em termos dos sentidos dos fatores (pg. 226). 

Assim, o produto vetorial de dois vetores polares e um vetor axial No exemplo da figura 
11.12, as componentes y e z de vetores polares nao trocam de sinal por reflexao, ao passo que 




Figura 11.12 Reflexao especular. 
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a componente x troca. A (11.2.7) mostra neste caso que, se a e b sao polares, as componentes 
y e z de a x b trocam de sinal por reflexao e a componente x nao troca, ou seja, a x b comporta- 
se efetivamente como um vetor axial. Analogamente, o produto vetorial de um vetor axial por 
um vetor polar e um vetor polar. A (11.2.8) exemplifica este resultado: w e axial, r e polar, v = w 
x r e polar. Outro exemplo e a (11.2. 1). 



11.3 — Torque 

Voltemos agora ao problema abordado no im'cio da Segao anterior, o movimento de 
rotacao de um corpo n'gido em torno de um eixo fixo. Do ponto de vista cinematico, como 
vimos, a direcao desse movimento se reduz a do movimento circular de um ponto P do corpo 
numa seccao transversal. Como ha um so grau de liberdade, o angulo de rotacao 0 em torno 
do eixo, podemos estabelecer uma analogia entre esse movimento e o movimento unidimen- 
sional estudado no Cap. 2. Nessa analogia, temos a seguinte correspondencia entre grandezas 
lineares e angulares (cf. pgs. 57-58): 

Deslocamento linear = x <-» 6 = Angulo de rotagao 

dx d0 

Velocidade linear = v = — <-> to = — = Velocidade angular 



dt 
dv 



dt 
dco 



Acelera^ao linear = a = — «-» a = — = Aceleragao angular 



dt 



dt 



Para passarmos a dinamica das rotates, vamos utilizar essa analogia a fim de procurar 
uma grandeza que desempenhe um papel analogo ao da forga. Uma forma de definir uma 
forca F no movimento linear seria atraves do trabalho AW por ela realizado num deslocamento 
infinitesimal Ax de seu ponto de aplicagao (cf. (6.2.6) e (6.4.11). 



AW = FAx 

0 analogo de F para rotacao seria entao uma grandeza x tal que 

AW = TAG 

corresponda ao trabalho realizado numa rotacao infinitesimal A0. 

Para fixar as ideias, consideremos uma haste 
rigida girando em torno de uma extremidade fixa O 
sob a acao de uma forga F aplicada no ponto P, a 
distancia r do ponto 0 (Fig. 11.13). Poderia ser, por 
exemplo, uma regua fixada sobre a mesa (piano do 
papel) no ponto O. A forca F faz um angulo <p com a 
direcao de OP = r. Numa rotagao infinitesimal A0, o 
ponto P sofre um deslocamento PP' que se confunde 
com a tangente ao circulo de centro O e raio r no ponto 
P, sendo portanto perpendicular a direcao de r. A 
projegao de F na diregao do deslocamento e entao 
(Fig. 11.13). 



(11.3.1) 




Fcos 



71 



9 



= F sen (p 



Figura 11.13 Haste rigida com extremidade 
fixa. 



e a magnitude do deslocamento do ponto de aplicagao e |PP'| « rA0, de modo que o trabalho e 

AW =Fr sen <p (11.3.2) 
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Comparando a (11.3.2) com a (11.3.1), conclufmos que 



x = Fr sen q> 



(11.3.3) 

deve ser o analogo de F para rotacoes em torno de O. 

Este resultado pode ser reescrito de duas ma- 
neiras, que destacam aspetos diferentes. Primeiro, 
podemos decompor F em suas componentes F 7// 
paralela a direcao de r e de magnitude F /f = F cos tp, e 
F ± , perpendicular a direcao de r e de magnitude 

F ± =F sen <p (11.3.4) 
(Fig. 11.14). A (11.3.3) se escreve 




t = F ± r 



(11.3.5) 



Figura 1 1.14 Componentes da forca. 




mostrando que somente a componente perpendicular 
da forca 6 eficaz na produgao da rotagao. E o que se 
deveria esperar, pois a componente paralela exerce 
apenas uma tracao (ou compressao conforme o 
sentido) sobre o apoio fixo, que deve ser absorvida 
pelo mesmo. 

Podemos ainda reescrever o resultado como 



x = Fr ± = Fb 



(11.3.6) 



onder ± = b = r sen <p (11.3.7) 

e a magnitude de OQ = r x (Fig. 11.15), que e a distancia 
da linha de acao PQ da forga ao ponto O. Esta 
distancia e chamada de "braco de alavanca" da forca. 
E intuitivo que a forga e tanto mais eficaz na produgao 
de rotagao quanto maior o brago de alavanca. Assim, 
quando empurramos uma porta, poupamos tanto 
mais esforco quanto mais longe do eixo de rotagao o 
Figura 11.15 Braco de alavanca. fizermos; pela mesma razao, a macaneta deve ser 

colocada o mais distante possivel do eixo. 

A grandeza x na (11.3. 1) foi introduzida como analoga a magnitude F de uma forca. no 
caso de rotacoes, mas sabermos que a forca e na realidade um vetor. Por outro lado, como q> 
na (11.3.3) e o angulo entre as direcoes de r e de F, vemos, comparando-a com a (11.2.3), que 



rxF 



ou seja, x e tambem a magnitude de um vetor, o produto vetorial de r por F: 



t = r x F 



(11.3.8) 



(11.3.9) 



A direcao e o sentido de x tern um significado fisico importante na rotacao. No exemplo 
(Fig. 11.16) da haste que gira num piano (o piano de r e F), t e perpendicular a esse piano, de 
modo que a diregao deiea diregao do eixo de rotagao. Por outro lado, o sentido de t e tal que, 
vista da extremidade de t, a rotagao tern lugar no sentido anti-horario. Se substituirmos F por 
uma forca em sentido contrario, F' = - F, o sentido de t se inverte (t' = - t), e o sentido de 
rotagao tambem se inverte (Fig. 11.16). 
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(11.3.10) 



O vetor t definido pela (11.3.9) chama-se torque 
da forga F em relagao ao ponto 0. 

A palavra torque vem do latim "torquere", que 
significa "torcer". 

Nesta definicao, r = OP, onde Peo ponto de 
aplicacao da forca F. E importante lembrar que 
definimos o torque de uma forca em relagao a um dado 
ponto O: se mudarmos o ponto O, o torque, em geral, 

tambem mudara. Rff"* 1 U6 ° vetor torc l ue 

Um caso particular importante e o de forgas centrals (pg. 137): neste caso, 

F = F(r)f 

(cf. (7.5.11), onde reo vetor de posicao relativo ao 
centro de forgas O. Se tomamos o torque em relacao 
a esse ponto, teremos sempre F//r, de modo que 

T = rxF = 0 (forgas centrais) (11.3.11) 

E obvio nesse caso que as forcas nao tendem a 
produzir rotacao em relagao ao centro de forgas O, 
porque sua linha de acao sempre passa por ele. Jcf se 
tomarmos o torque em relacao a um ponto 0 (Fig. 
11.17), ele sera em geral * 0. 

As dimensoes de t sao as mesmas de trabalho (forca x deslocamento), e a unidade SI de 
torque e IN x lm (cf. pg. 110 ). Convem notar, entretanto, que se trata de grandezas fisicas 
muito diferentes. Em particular, como vimos, o torque e uma grandeza vetorial, ao passo que 
o trabalho e uma grandeza escalar. 
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Figura 11.17 Torque de forcas centrais. 



11.4- — Momento Angular 

Alem da forca F, o outro conceito fundamental na dinamica de uma partfcula e o do 
momento (linear) p, relacionado com F pela 2. a lei de Newton 

F = ^ (11.4.1) 

dt 

Na dinamica de rotacao de uma particula P em torno de um ponto O, vimos na Secao 
anterior que o analogo de F deve ser o torque t = r x F, onde r = OP. Como o momento p da 
particula estara relacionado com F pela (11.4.1), obtemos, multiplicando vetorialmente por r 
ambos os membros, 

T= rxF = rx^ (11.4.2) 

dt 

Temos, porem (a formula de derivacao de um produto se aplica igualmente ao produto 
vetorial, como vemos pela representacao (11.2.7) em termos das componentes), 

dp d, , dr d , , 
rx — = — (rxp) x p = — (rxp) 

dt dt F F dt H 

=v 

(velocidade) 



pois v x p = v x (mv) = 0 . Logo, a (11.4.2) fica 
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onde 



1 = r xp 



(11.4.3) 



(11.4.4) 



e o que se chama de momento angular da particula em relagao ao ponto O. 

Vemos que o momento angular esta para o momento (linear) p assim como o torque esta 
para a forca. A (11.4.3) desempenha na dinamica de rotacoes um papel analogo ao da 2? lei de 
Newton (11.4.1), ou seja, pode ser considerada como a lei fundamental da dinamica de rotacoes 
para uma particula: a taxa de variagao com o tempo do momento angular de uma particula em 
relagao a um ponto 0 e igual ao torque em relagao ao ponto O que atua sobre essa particula. 
Tanto 1 como t variant, em geral, se mudarmos o ponto O, de modo que e preciso especificar 

esse ponto. 

A direcao de 1 e perpendicular ao piano definido 
pelas direcoes de r e de p (ou seja, da velocidade 
instantanea v), e o sentido e tal que, visto da extre- 
midade de 1, o movimento e no sentido anti-horario 
(Fig. 11.18). 

A magnitude de 1, por analogia com as (11.3.5) e 
(11.3.6), pode ser escrita como 



1 

i 


i 


/ y 


P ^ 



Figura! 1 .1 8 Vetor momento angular. 




Ftgural 1.19 Componentes perpencidulares. 



l = rp± = rip | (11.4.5) 

onde pi e a componente de p perpendicular a direcao 
r (Fig. 11.19 (a) e r ± a componente de r perpendicular 
a direcao de p (Fig. 11.19 (b)). Por exemplo, para uma 
particula em movimento retilineo uniforme, / = mvb, 
onde jb = r ± e a distancia (Fig. 11.20) do ponto O a 
trajetoria da particula, que corresponde ao parametro 
de choque definido na teoria das colisoes (pg. 176). 

Uma consequencia imediata da (11.4.3) e a lei de 
conservacao do momento angular de uma particula: 



T = 0=>1= constante 



(11.4.6) 

ou seja, se o torque sobre uma particula em relagao a 
um ponto se anula, o momento angular da particula 
em relacao a esse ponto se conserva. Como o mo- 
mento angular e um vetor, nao so a sua magnitude se 
conserva, mas tambem direcao e sentido. 

Figura11.20 Parametro de choque. O movimento de uma particula livre, exemplo 

que acabamos de considerar, e um caso particular 
trivial de aplicagao desta lei. Vamos ver agora um outro exemplo, que e muito importante. 




Forcas centrais 

Vimos (cf. (11.3.11)) que, para uma particula sujeita a forcas centrais, o torque em relagao 
ao centro de forcas O e identicamente nulo. Logo o momento angular de uma particula sujeita 
a forcas centrais, em relacao ao centro de forgas, se conserva. 

A primeira implicacao nao-trivial deste resultado e que o movimento e piano, ou seja, a 
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orbita de uma particula sob a acao de forcas centrais permanece sempre no mesmo piano. 

Com efeito, se r 0 e v 0 correspondem a posicao e 
velocidade iniciais da particula (Fig. 11.21), 1 0 = mr 0 x 
v 0 e o momento angular inicial, perpendicular ao piano 
definido por r 0 e v 0 . Como 1 = 1 0 se conserva, rev tern 
de permanecer sempre nesse piano, que e o piano da 
orbita. 

Consideremos agora uma porcao infinitesimal da 
trajetoria correspondente a um deslocamento dr a 
partir do ponto P. Nesse deslocamento, o raio vetor r 
que liga P ao centro de forcas varre o triangulo 
sombreado na figura 11.22, cuja area dA e dada por 
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lo 


/ ^ 





Figural 1 .21 Piano da orbita. 



, j. 1 
dA = - 

2 



r xdr 



(11.4.7) 



Com efeito, essa area e a metade da area do 
paralelogramo construido sobre r e dr, area esta que, 
conforme vimos a pg. 226, e dada por |r x dr|. 

A taxa de variacao com o tempo da area varrida 
pelo raio vetor, que se chama de velocidade areolar, e 
dada entao por 
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Figural 1.22 Area varrida. 



dA _ 1 
dt~2 



. r 
rxd — 

dt 



1 
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rxp 


2 




~2m 



2m 



(11.4.8) 



ou seja, a velocidade areolar e diretamente proporcional a magnitude do momento angular. 

No movimento sob a acao de forcas centrais, 1 se 
conserva, de modo que a velocidade areolar e 
constants o raio vetor que liga a particula ao centro 
de forcas descreve areas iguais em tempos iguais. 
Como a gravitacao e uma forca central, vemos (cf. 
pg. 194) que a 2. a lei de Kepler nada mais e do que a lei 
de conservacao do momento angular neste caso 
especifico. 

Em particular, para a orbita eliptica de um planeta 
em redor do sol (Fig. 11.23) a velocidade v e perpen- 
dicular ao raio vetor r quando o planeta esta no 
perielio P ou no afelio A, de modo que 




Figural 1 .23 Velocidade no perielio e no 
ofelio. 



1 = 



= mr P v P = mr A v A { v P /v A = r A /r P (11.4.9) 



A velocidade e maxima no perielio e minima no 
afelio. 

Exemplo 

Consideremos um pequeno disco de massa m que 
desliza sem atrito sobre uma mesa horizontal, girando 
em torno do centro O da mesa, ao qual esta ligado 
por um fio que passa por um orificio no ponto Oee 




Figural 1.24 Disco puxado por um fio. 
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puxado verticalmente para baixo com uma forga F. 

A forga transmitida pelo fio ao disco e uma forca central, dirigida sempre para O, de 
modo que o momento angular deve conservar-se. A forca necessaria para manter o disco em 
rotagao com velocidade v e a forca centripeta (4.4.9), de magnitude F = m^/r, onde reo raio 
do circulo descrito. 

Se aumentarmos lentamente a forc^ exercida sobre o fio, o raio do circulo diminuira 
para r + Ar (Ar < 0), conforme indicado na figura 1 1 .24. Seja v + Av o novo valor da velocidade. 
Pela (7.2.8), a varia^ao ATde energia deve ser igual ao trabalho AWrealizado: 



varia^oes 
infinitesimals 

1 1 ^ 

AT= -m(v + Av) 2 - - mv 2 ~mvAv = AlY = 



mv' 



Ar 



Ar 

ou seja, -mv — = mAv ( mrAv + mvAr = 0 

r 

o que equivale a 

A(mvr) = AJ = 0 (11.4.10) 

de modo que o momento angular se conserva, conforme esperado. A medida que o raio 
diminui, a velocidade de rotacao tern de aumentar. 

E tambem interessante exprimir o momento angular em termos da velocidade angular co 
da particula. Como v = or, temos 



/ = mvr = mr 2 co = 7co 



onde 



I = mr £ 



(11.4.11) 



(11.4.12) 



se chama o momento de inertia da particula em relacao a O. Considerando co como analogo 
de v para rotacoes (pg. 229), a relacao J = 7to e analoga ap = mv, ou seja, o momento de inertia 
desempenha urn papel analogo ao da massa. Isto tambem se verifica pela expressao da energia 
cinetica: 



rj-i 1 2 1 2 2 

7 = -mv =— mco r 
2 2 




(11.4.13) 



A conservacao do momento angular neste exemplo implica que Jco = constante. Ao 
aproximar a massa m do centro, diminuimos r e, por conseguinte, o momento de inercia 7; 
logo, co tern que aumentar. 



11.5 — Momento angular de um sistema de particulas 

Consideremos agora um sistema formado por um numero qualquer N de particular e 
seja m y a massa da particula i {i = 1, 2, JV), de vetor de posigao r f (t) e velocidade v,-(f) em 
relacao a uma dada origem O (Fig. 11.25) no instante t. O momento angular total do sistema 
em rela$ao a O e 



JV 



N 



L = X r '' Xp '' = I m '' r '" XV i 



i=l 



(11.5.1) 



Em geral, como no caso de uma particula, L depende do ponto O em relacao ao qual e 
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tornado. Para o momento (linear) total P do sistema, 
vimos nas Seccoes 8.2 e 8.3 que se obtem uma sim- 
plificagao consideravel tomando a origem no CM 
(centro de massa), de vetor de posigao R dado pela 
(8.2.9): 



N 



N 



R = ^Tm / r / /M, M = ^m f 



(11.5.2) 



i=i 



1=1 



Se F/ e vj sao o vetor de posigao e a velocidade 
da particula / em relacao ao CM, vimos nas (8.2.10) a 
(8.2.13) que 
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Figura 11.25 Sistema de pa rriculas. 



N 



r,- = r/+ R => ^ nij-r/ = 0 



(11.5.3) 



i=i 



N 



N 



Vf = v; + V=>^m i v;=^pj=0 



(11.5.4) 



1=1 

N 



/=! 



P = V^m,=MV 



(11.5.5) 



i=i 



onde V e a velocidade do CM, V = dR/dt. A (11.5.4) significa que o momento linear do 
movimento interno, ou seja o momento resultante em relacao ao CM, se anula, e a (11.5.5) que 
o CM se move como se o momento total P do sistema estivesse concentrado nele. 

Para ver o que acontece com o momento angular total L, basta substituir as (11.5.3) e 
(11.5.4) na (11.5.1): 



N N 
L,= J /JilU'j "l-IVF IV / t VJ = / , ill \ v 'i * V / " l " n * 

/=1 1=1 




N 

. . i; . X. 1 n ..17 

xvt ; /iij n x v 



=0 pete (11.5.4) =0 pela (11.5.3) 




Finalmente, obtemos 



L = L' + RxP 



N 



N 



onde 



L' = 2 f m f r/xv5 = ^r/xp; 



(11.5.6) 



(11.5.7) 



i=l 



j=1 



e o momento angular total do sistema em relacao ao CM e R x P e o momento angular do CM 
em relagao a O, considerado como se o momento total P do sistema estivesse concentrado 
nele. Logo, se o sistema como um todo esta em repouso (P = 0), L nao depende da origem. 

Por conseguinte, ao contrario do momento linear do movimento interno (relativo ao CM), 
que sempre se anula (cf. (11.5.4)), o momento angular L' do movimento interno em geral nao 
se anula. Um exemplo disso e o par de bolinhas ligadas por uma mola, considerado na pg. 
150. Podemos chamar L' de momento angular interno do sistema e R x P de momento angular 
externo. Tambem se costuma chamar L' de spin, embora nao se deva identificar este conceito 
macroscopico com a propriedade microscopica que tern o mesmo nome para particulas 
subatomicas. 

Por exemplo: o momento angular total da Terra em relacao ao Sol e a soma vetorial de U, 
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o momento angular da Terra em relacao a seu CM, 
proveniente da rota^ao da Terra em torno de seu eixo 
[spin], com R x P (Fig. 11.26), o momento angular or- 
bital da Terra devido a sua orbita eh'ptica em torno do 
Sol. Enquanto R x P e perpendicular ao piano de orbita 
(ecliptica), L' tern a direcao do eixo de rotacao da Terra, 
que faz urn angulo de 23V 2 ° com a direcao de R x P 
(pg. 192). 

Se o CM do sistema de particulas esta em 
repouso, P = 0, a (11.5.6) da 

L = L' (CM em repouso) (11.5.8) 

que e independente da escolha do ponto de referenda O, pois corresponde ao momento 
angular interno. Logo, podemos chamar L' neste caso de momento angular total do sistema (o 
mesmo em relacao a qualquer ponto 0), que representa uma propriedade intrinseca do mesmo. 



RxP 




Figura 1 1.26 Momento angular orbital e 
de spin da Terra. 



Lei fundamental da dinamica das rotacoes 

Podemos considerar a (11.4.3), que e o analogo da 2? lei de Newton (11.4. 1) para rotacoes, 
como a lei fundamental da dinamica das rotagoes para uma parti'cula. Vamos agora generalizar 
este resultado para um sistema de particulas. 

Para o momento linear total do sistema, o resultado correspondente e dado pela (8.3.1): 



dP _ p{ext) _ 

dt 



N 



i=l 



(ext) 



(11.5.9) 



que corresponde a resultante de todas as forcas externas que atuam sobre o sistema. Vimos 
na (8.2.5) que a resultante das forcas internas se anula, pela 3f lei de Newton (as forcas internas 
se cancelam duas a duas). 

A (11.5. 1) da 



dL 

dt 



dt 



\ N 



= v f 



v-i x-i dr, dv, 



) < =1 



= a ( = aceleragao 
da parti'cula / 



ou seja, 



dL 

dt 



N 



= ^m i r i xa ] 



(11.5.10) 



/=1 



Se o referencial e inercial (pg. 68), podemos aplicar a 2? lei de Newton a parti'cula /, 
escrevendo (cf. (8.2.3)) 



N 



m i a i =Ff xl, + (i = l,2 N) 



(11.5.11) 



7=1 



onde F/q) e a forga interna sobre a parti'cula i devida a particula j. A (11.5.10) fica 
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, T N 

UL V 1 "(ext) 



N N 



; X F 



+ 



(11.5.12) 



,=1 7^'= Torque < =1 J =1 
externo sobre 
a particula i 



A dupla somatoria na (115.12) nao se altera se trocarmos os nomes dos indices / e j, de 
modo que podemos escrever 



N 



- 1 N t N 

Y A r / X F.-(j) = ; A X Inx F;( j, + rj x F J(;) 1 = o y y ( - rj ) x F /(j) 



2 tt 



=-F/(/) 

pels 3. a 
lei de Newton 



2 %r 



(11.5.13) 



As forcas internas de interacao entre particulas 
encontradas ate aqui (forcas gravitacionais (5.11) ou 
Coulombianas (5.13)) sao tais que sua linha de agao 
esta dirigida segundo a linha que une as duas par- 
ticulas, ou seja (Fig. 1127) 



/(j) 



// (r f -r,0 



o que implica 

e, pela (115.13), leva a 




(11.5.14) Rgura 11.27 Forcas internas. 



N N 



= 0 



(11.5.15) 



i=\ j=l 



ou seja, a resultante dos torques internos do sistema e nula. Este resultado permanece valido 
em condicoes mais gerais, sem que seja preciso fazer a hipotese acima sobre a linha de acao 
das forcas de interagao, conforme veremos na Sec. 116. 

Substituindo a (11.5.15) na (115.12), obtemos 



dL 

dt 



N 



N 



text) _ (ext) 



(11.5.16) 



que e a lei fundamental da dinamica das rotagoes para urn sistema de particulas: a taxa de 
variagao com o tempo do momento angular total do sistema em relagao a um ponto O (num 
referencial inercial) e igual a resultante de todos os torques externos, em relagao a O, que 
atuam sobre o sistema. Este resultado e o analogo para rotacoes da (115.9). 

A restricao a um referencial inercial decorre de termos utilizado a 2? lei de Newton na 
(115.11). O referencial do CM nao e necessariamente inercial: se a resultante das forcas externas 
nao se anula, o CM tern uma aceleracao A dada pela (115.9): 



dP 

dt 



= MA = F (ext) 



(11.5.17) 



Apesar disto, vamos mostrar que a (115.16) permanece valida quando referida ao CM, 
mesmo que ele esteja acelerado. 
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Para isto, voltemos a (11.5.10), que vale em qualquer referencial, e apliquemo-la ao 
referencial do CM: 



dL' 

dt 



N 



(11.5.18) 



Se a J e a aceleracao da particula i num referencial dadapela (11.5.11), temos pela (115.4), 

a,=a; + A (11.5.19) 

de modo que a (11.5.18) fica 



dV 
dt 



N f N \ N N N 

= ]Tr/x (m,*,-) - £m,r/ xA^r/xF^ + ^^r/xF^, (11.5.20) 



dado pela V J -l 
(11.5.11) 



i=l 



=0 pela 
(11.5.3) 



i=l j=l 
0W) 



O ultimo termo da (11.5.20) se anula pelo mesmo argumento empregado para obter a 
(11.5.15). Com efeito, pela (11.5.3), r- - rj = r { - r,-, de modo que a demonstragao permanece 
valida. 



Obtemos entao 




(11.5.21) 



onde i* ext) e a resultante dos torques externos em relagao ao CM. Vemos portanto que a (11.5.16) 
permanece valida com respeito ao CM, mesmo que este esteja acelerado. 

Esta e uma propriedade muito importante do CM, que vale para qualquer sistema de 
particulas. No caso particular de um corpo rigido, vimos na Sec. 11.1 que seu movimento 
mais geral pode ser analisado em termos da translacao de um ponto arbitrario do corpo e de 
uma rotacao em torno desse ponto (cf. tambem (11.2.10)). Se tomarmos esse ponto como 
sendo o CM, a (11.5.9) se aplica ao movimento de translacao do CM e a (11.5.2 1) ao movimento 
de rotacao em torno do CM, de forma que essas duas equacoes constituem as leis fundamentals 
da dinamica do corpo rigido. 



Exemplo 

Consideremos um haltere, formado por dois 
corpos de mesma massa m, unidos por uma barra 
rigida de massa desprezivel e comprimento i. As 
forcas F{ ext) e F 2 (ext) ilustradas na Fig. 11.28 atuam 
sobre os dois corpos. A figura mostra a forga 
resultante F (ext) aplicada no CM (ponto medio O) e o 
torque resultante em relacao ao CM. Ambos 
sendo constantes, o ponto O se deslocara com 
movimento retillneo uniformemente acelerado (com respeito a um referencial inercial). Ao 
mesmo tempo, as duas massas executam um movimento de rotacao com aceleracao angular 
constante em torno do CM, ou seja, um movimento circular uniformemente acelerado. 

Se a resultante das forcas externas se anula, o torque e independente do ponto O em 
relagao ao qual e calculado. Com efeito, se tomarmos outro ponto de referenda O', teremos 




Figura 11.28 Haltere. 
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r, = r/+b 

onde b = OO' (Fig. 1129), o que da 



(11.5.22) 



N 



N 



T (ext) = £ r . x F (ext) = £ r , x F (ext) + 



i'=l 



i=l 



/(ext) 



JV 



(11.5.23) 




+ b x £ F< ext) - T /(ext) + b x F (ext) 



Figura 1 1.29 Torques relarivos a pontos 
diferentes. 




de modo que, se F (ext) = 0, obtemos = T (ext) , como quen'amos demonstrar. 

Um caso particular importante deste resultado e 
um par de forcas iguais e contrarias, F e - F, aplicadas 
em pontos diferentes. Este sistema de duas forcas 
chama-se um binario (ou conjugado). Como a re- 
sultante e nula, o torque pode ser calculado em relacao 
a qualquer ponto. Vemos na Fig. 1130 (cf. (113.6)) 
que a magnitude do torque do binario ex = Fb, onde 
b, o brago de alavanca do binario, e a distancia entre 
as linhas de acao de F e - F. 





, / 








— / 




t 

i 





Figura 1 1.30 Binario. 



11.6 — Conservacao do momento angular. Simetrias e leis de conservacao 

(a) Conservacao do momento angular 

A lei de conservacao do momento angular para qualquer sistema de partfculas decorre 
da (11.5.16), da mesma forma que a lei de conservacao do momento (linear) foi obtida a partir 
da (115.9) (Sec. 8.3): 



T (ext) = 0 o L = L n = constante 



(11.6.1) 

ou seja, se a resultante dos torques externos em relacao a um dado ponto se anula, o momento 
angular do sistema em relacao a esse ponto se conserva. Em particular, isto vale sempre na 
ausencia de forcas externas, ou seja, para um sistema isolado; neste caso, como o torque e 
nulo em relacao a qualquer ponto do espaco, o momento angular em relacao a qualquer 
ponto se conserva. No caso de uma so particula sujeita a forcas centrais, o momento angular 
se conserva, como vimos, em relacao ao centra de forcas. Um exemplo especifico foi analisado 
as pgs. 233-234. 

O momento angular orbital da Terra em torno do Sol se conserva, porque a forca gravi- 
tacional e central. Quanto ao "spin" devido a rotacao em torno de seu eixo (pg. 236), os unicos 
torques externos significativos devem-se as acoes gravitacionais do Sol e da Lua, nao sendo 
a Terra uma esfera perfeita. Essas perturbacoes sao extremamente pequenas, de modo que 
afetam muito pouco a velocidade angular de rotacao em torno do eixo: a duracao do dia 
aumenta menos de 10" 3 s por seculo. Conforme veremos mais adiante, esses torques externos 
sao responsaveis pela precessao dos equinocios (cf. pg. 202). 

A (116.1) e uma lei de conservacao vetorial. Isto significa, por um lado, que a conservacao 
de L implica na conservacao de seu modulo, direcao e sentido. Por outro lado, significa tambem 
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que a lei se aplica separadamente a cada componente. Assim, se uma dada componente do 
torque resultante se anula, a componente correspondente do momento angular total se conserva, 
independente do que suceda com as demais. 

Uma ilustracao vivida deste resultado se obtem 
atraves de uma classica experiencia de demonstracao. 
Uma pessoa esta sobre urn banquinho, segurando 
uma haste horizontal, que serve de eixo para rotacao 
rapida de uma roda nela colocada (roda de bicicleta, 
por exemplo). 0 banquinho tern um suporte bem lubri- 
ficado (Fig. 11.31 que lhe permite girar praticamente 
sem atrito em torno da vertical de modo que nao ha 
torques externos verticals atuando. Logo, a compo- 
nente vertical do momento angular total do sistema 
se conserva. Quando a pessoa levanta a haste, 
colocando-a em posicao vertical (Fig. 11.31 (b)), o 
momento angular L da roda e transferido para a ver- 
tical. 0 banquinho comeca entao a girar em sentido 
oposto, gerando um momento angular -L que, soma- 
do ao da roda, conserva = 0 o momento angular total 
na direcao vertical. 

Numa variante desta experiencia, a pessoa segura 
Figura 1 1 .3 1 Conservacao do momento inicialmente a haste na vertical, com a roda para baixo, 
angular vertical. de modo que a componente vertical do momento an- 

gular total e - L, e depois inverte a haste (a compo- 
nente associada a roda passa a + L). Neste caso, o banquinho entra em rotacao com o dobro 
da velocidade angular do caso precedente, gerando uma componente vertical - 2L do momento 
angular. 

(b) Simetrias e leis de conservacao 

As leis de conservacao encontradas ate aqui (energia, momento, momento angular) fo- 
ram obtidas para alguns tipos de sistemas fisicos, mas, conforme ja foi mencionado, tern 
validade muito mais geral: estendem-se a toda a fisica, inclusive a sistemas microscopicos, 
descritos pela mecanica quantica. Seria de se esperar, portanto, que esses principios gerais 
de conservacao, que estao entre as leis fisicas mais fundamentals, estejam relacionados com 
propriedades muito gerais de sistemas fisicos. 

Isto efetivamente ocorre: as leis de conservacao estao ligadas a propriedades de simetria 
de sistemas fisicos. Um sistema tern uma propriedade de simetria quando nao se altera ao 
efetuarmos nele uma operacao correspondente a essa simetria. Assim, por exemplo, uma 
esfera tern simetria de rotacao em torno de qualquer um de seus diametros, porque nao se 
altera se efetuarmos uma rotacao de um angulo arbitrario em torno de um diametro. 

Consideremos um sistema de JV particulas, ao qual podemos associar uma energia 
potencial U. Essa energia esta associada tanto as forcas externas como as forcas de interacao 
entre as particulas (Sec. 10. 11). Alem de depender dos vetores de posicao v v r 2 , r N das 
particulas, L/tambem pode, em geral, depender explicitamente do tempo, o que acontece se 
as particulas estao sujeitas a forcas externas variaveis com o tempo. 

Um exemplo dessa situacao e um capacitor piano (cf. pg. 137) entre cujas placas existe 
um campo eletrico variavel com o tempo (por exemplo, aplicando-se uma voltagem alternada 
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entre elas). Neste caso, pela (7.5.5) r a energia potencial 
de uma particula de carga q e coordenada x (Fig. 1132) 
e 



U(x,t) = -qE(t)x 



(11.6.2) 




onde E(r) = E{t)i e o campo entre as placas. 

Figura 1132 Carga puntiforme dentro de 
No caso geral considerado acima, temos portanto urn capacitor. 

U = Lr(r t ;r 2 ;...;r N ;t) = t;(x 1 ,y 1 ,z 1 ;...;x N ,y N ,z Ar ;t) (11.6.3) 

onde {Xj, y> z,) sao as coordenadas da particula L Vamos calcular a variacao de energia potencial 
quando as particulas de deslocam para as posicoes r t + Ar v r N + Ar N {onde Ar, tern 
componentes Ax y , Ay e Az f ) e o instante considerado e t + At, as variacoes sendo todas 
infinitesimals. O resultado e uma extensao direta da (7.4.5) para uma funcao de mais variaveis: 



AU = U{x 1 +Ax i ,y x +Ay u z i +Az 1 ;..r,x N +Ax N ,y N +Ay N ,z N +Az N ;t + At) 
- U[x^,y^,z^;...;x N r y N ,z N ;t) 

dU dU . dU A dU A dU dU dU 

Ax t + — Ay^ + — Az i + ... + - — Ax N +~ — Ay N + - — Az N + — At 



(11.6.4) 



dx 



3z, 



ax 



JV 



dy 



N 



dz 



N 



dt 



Aplicando a (7.4.4) a cada uma das particular a (116.4) fica 
AL/ = L/(r 1 +Ar 1 ;...;r /v +Ar JV ;t + Ar)-L/(r t ;...;r N ;t) = 

= ~ F x\ - F y \ Ayi - F zl Az t - ... - F^AYjv - F yN Ay n - F zN Az n + 



V 

-F^Ar 



dt 



At 



(11.6.5) 



1 



-FvAr N 



onde F; e a forca total que atua sobre a particula L Finalmente, 



AU = U(r, + Ar. 



r\, + Ar., 4- Afl 

, - JV ■ — iV ■ — j 



N 



-U{ri,...,r N ,t) = -^T F, • Ar,- + 



at 



At 



(11.6.6) 



Este resultado, que generaliza a (7,4.5) para urn sistema de N particulas, servira de base 
para relacionar simetrias com leis de conservacao. 

(c) Uniformidade temporal e conservacao da energia 

Suponhamos que a energia potencial nao depende explicitamente do tempo (ou seja, 
nao ha forcas externas dependentes do tempo atuando sobre o sistema), o que implica 



at; 
at 



-0 



(11.6.7) 



Neste caso, o sistema sera simetrico para uma 
translagao temporal (Fig. 1133). Transladar o sistema, 
como um todo, no tempo, equivale a repetir a ex- 
periencia em outro horario, tomando as mesmas 
condicoes iniciais em instantes diferentes. 

Levando em conta a (116.7), podemos escrever, 
neste caso, 



Figura 11.33 Translacao temporal 
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dU 



= lim 



dt Af-»0 



v At, 



= - lim 

At->0 



Ar, 



JV 

^ 1 At 

i-1 



N 



(11.6.8) 



onde v, = dr/dt e a velocidade da parti'cula /. Temos, porem, pela 2. a lei de Newton, 



„ dv. d 

F.- v.- = m, — L - V; = — 
' dt 1 dt 



2 1 1 



d 

"dt ' 



(11.6.9) 



onde T, e a energia cinetica da particula /. Logo, a (116.8) fica 



da 

dt 



/=■! 



energia cinetica total 

dT 
dt 



(11.6.10) 



o que equivale a 



— = —{T + U) = 0 
dt dt 



(11.6.11) 



ou seja, a conservacao da energia total E = T+ U, obtida como consequencia da (11.6.7), ou 
seja, da simetria por translagao temporal do sistema (uniformidade temporal => conservacao 
da energia). 



(d) Homogeneidade espadal e conservacao do momento 

Suponhamos agora que o sistema seja invariante por translagao espaciaL Isto significa 
que nada se altera (logo, U nao muda) se transladarmos o sistema todo no espaco, dando-lhe 
um deslocamento AR (Fig. 11.33). Devemos ter entao (cf. (11.6.6)). 



f N \ 



Aa = U(r 1 +AR,...,r N +AR)-L7(r 1 r N ) = -AR 



I 1 

/=1 



= 0 



(11.6.12) 




qualquer que seja o deslocamento AR, o que so e 
possi'vel se for 



N 



N 



f=£f, = Y^=o 



i=l 



tf dt 



(11.6.13) 



N 



Figura 1 1.34 Translacao espacial. 



ou seja, sendo P = Pj o momento total do sistema, 



j=i 




(11.6.14) 



que e a lei de conservacao do momento, obtida como consequencia da simetria por translagao 
espacial do sistema (homogeneidade espacial => conservacao do momento). 

Um exemplo e um campo gravitacional uniforme vertical, como na vizinhanca da 
superficie da Terra: L/nao muda para translates horizontals, de forma que as componentes 
horizontais do momento se conservam. 
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(e) Isotropia espacial e conservacao do momento angular 

Suponhamos, finalmente, que o sistema seja invariante por rotacoes espaciais, ou seja, 
nada se altera se girarmos o sistema todo no espago, em torno de um eixo qualquer. Vimos na 
(11.2. 1) que o deslocamento Ar, de uma particula na posigao r,-, para uma rotagao infinitesi- 
mal A9 e 

Ar^AOxr, (11.6.15) 

Devemos ter entao, pela (11.6.6), para que a energia potencial seja invariante por rotagao, 

N N 

AU = L/(r 1 +Ar 1 r N + Ar A/ )-l/(r 1 ,...,r N ) = -^F r Ar ; =-^Fi •(A6xr 1 ) = 0 (11.6.16) 

i=\ i=1 

Uma das propriedades do produto vetorial, que se obtem facilmente da (11.2.7), e que 

a(bxc) =(axb) c = b (cxa) (11.6.17) 

> v ' 

Produto mixto 
de 3 vetores 

Aplicando esta propriedade a (11.6.16), vem 

AU = -A8- > r,xF, = -A8 t = 0 (11.6.18) 




N 

onde t = ^jjT t,- e o torque resultante sobre o sistema. 

Para que a (11.6.18) valha qualquer que seja AO, devemos ter 




(11.6.19) 

que e a lei de conservacao do momento angular, obtida como consequencia da simetria por 
rotagao espacial do sistema (isotropia espacial => conservacao do momento angular). 

Se consideramos, em particular, um sistema isolado, em que atuam somente forcas 
internas, decorre imediatamente da uniformidade do tempo e da homogeneidade e isotropia 
do espaco que o sistema goza das tres propriedades de simetria acima tratadas, o que leva a 
conservagao da energia, momento e momento angular de um sistema isolado. 

Em particular, obtemos desta forma a (11.6.19), ou seja, que a resultante dos torques 
internos de um sistema se anula, sem precisar da hipotese adicional (11.5.14). Esta hipotese, 
de que as forcas internas de interacao entre particulas sejam forgas centrais, e mais restritiva 
do que a 3? lei de Newton ¥ i(J) = - F m (cf. (8.2.1)), a qual permitiria que o par de forcas F j(j> F ;0) 
formasse um binario (pg. 239), levando a um torque nao nulo. 0 argumento acima, baseado 
na simetria por rotacao de um sistema isolado, demonstra de forma geral o anulamento da 
resultante dos torques internos. 

Convem notar ainda que se podem obter leis de conservacao parciais associadas a 
simetrias tambem parciais. Assim, no exemplo do campo eletrico uniforme na direcao x (pg. 
94), existe simetria de translacao nas diregoes y e z, de modo que as componentes y e z do 
momento linear se conservam. Analogamente se existe simetria de rotagao para rotagoes em 
torno do eixo z, a componente z do momento angular se conserva. 
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PROBLEAAAS DO CAPITULO 1 1 

1. Seja C uma curva plana fechada orientada. A area orientada S associada a C e definida 
como urn vetor perpendicular ao piano de C, de magnitude igual a area S contida dentro 
de C e sentido tal que, vista da extremidade de S, C e descrita em sentido anti-horario 
(a) Interprete a x b em termos de S. (b) Demonstre que, se orientarmos os contornos das 
quatro faces de um tetraedro de tal forma que o sentido de S para cada face seja sempre 
o da normal externa (apontando para fora do tetraedro), a resultante das areas orientadas 
associadas as quatro faces e nula. 



2. Um dipolo eletrico e um par de cargas iguais e 
opostas, + qe-q, separadas por uma distancia 
cf. O momento de dipolo eletrico p associado ao 
dipolo e o vetor p = qd onde |d| = d e d aponta de 
- q para + q (Fig.). Considere um dipolo eletrico 
situado num campo eletrico E uniforme. 

(a) Mostre que a resultante das forcas eletricas 











/ 


-JE 







aplicadas ao dipolo e nula, mas que o torque 

resultante e dado por t = p x E (em relacao a qualquer ponto). 

(b) Mostre que a energia potencial do dipolo no campo (Sec. 7.5) e dada por U = - p • E. 
Identifique as situacoes de equih'brio estavel e instavel do dipolo no campo. 

3. Considere um sistema isolado de duas parti'culas de massas m 1 e m 2 . Exprima o vetor 
momento angular total do sistema relativo ao seu CM em funcao da massa reduzida \i, 
do vetor de posicao r de m 2 em relacao a mi e da velocidade relativa v de m 2 em relacao 
a m v 

4. Dois patinadores de massa 60 kg, deslizando sobre uma pista de gelo com atrito 
desprezivel, aproximam-se um do outro com velocidades iguais e opostas de 5m/s, segun- 
do retas paralelas, separadas por uma distancia de 1,40m (a) Calcule o vetor momento 
angular do sistema e mostre que e o mesmo em relagao a qualquer ponto e se conserva 
(b) Quando os patinadores chegam a 1,40m um do outro, estendem os bracos e dao-se as 
maos, passando a girar em torno do CM comum. Calcule a velocidade angular de rotacao. 

5. No modelo de Bohr do atomo de hidrogenio, o eletron, de carga - e (e = 1,60 x 10" 19 Q e 
massa m = 9,11 x 10" 31 kg, descreve orbitas circulares em torno do proton, de carga e e 
massa 1840 m. Com muito boa aproximacao, podemos tratar o proton como um centro 
de forcas fixo, identificado com o CM do sistema. A unica forga que atua e a atracao 
coulombiana. A hipotese basica de Bohr foi que a magnitude I do momento angular do 
eletron nao pode assumir valores arbitrarios, mas tao somente os valores "quantizados" 

l n =nh{n = 1,2,3,...) onde h = 1,05 xlO" 34 Js 

(a) Calcule o raio de Bohrri da orbita com n = 1, e exprima o raio r n da orbita associada 
com i n em funcao de (b) Calcule, em eV, a energia E\ da orbita com n = \, e exprima 
E n em funcao de E v (c) Calcule a razao v t /c da velocidade do eletron na orbita com 
n = 1 para a velocidade da luz c. 
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6. Considere o movimento de uma particula de massa m num campo de forcas centrais 
associado a energia potencial U{r), onde r e a distancia da particula ao centra de forcas 
O. Neste movimento, a magnitude I = \\\ do momento angular da particula em relacao a O 
se conserva (Sec. 11.4). Sejam (r, 0) as componentes em coordenadas polares do vetor de 
posicao r da particula em relacao a origem O. (a) Mostre que as componentes em 
coordenadas polares do vetor velocidade v da particula sao v r = dr/dt, a velocidade ra- 
dial e v 9 = rdQ/dt, a componente transversal da velocidade, Mostre que I = m r v e (b) 
Mostre que a energia total E da particula e dada por 

E--mv 2 r +V ef {r) 



onde V ef (r) = U(r) + - 

2mr 2 

chama-se o potencial efetivo para movimento na direcao radial (0 < r < ~). O termo 
f/{2m r 2 ) associado a energia cinetica de rotacao da particula em torno do centra, e 
chamado de "potencial centrifugo". Como E e J se conservam, o problema se reduz ao do 
"movimento unidimensionar na direcao radial, na presenca do potencial efetivo V ef (r). 
(c) Esboce o grafico de V e/ (r) quando U[r) corresponde a atracao gravitacional entre a 
particula de massa m e outra de massa M » m, que pode ser tratada como centra de 
forcas fixo em O. 

7. Usando os resultados do Problema 6 e por analogia com a discussao do movimento 
unidimensional com energia E dada num potencial ( Sec. 6.5), (a) Calcule, para o sistema 
de duas particulas em interacao gravitacional do Probl. 6 (c), a distancia r 0 associada ao 
minimo de V e/ (r) e a energia E 0 correspondents Mostre que r 0 eo raio da orbita circular 
da particula em torno do centra de forcas, associada a energia total E 0 . (b) Mostre que, 
para 0 > E > E Q , a distancia r ao centra de forcas oscila entre dois valores r p e r a . Estes 
valores correspondem ao perielio e ao afelio da orbita eliptica de energia E. Calcule o 
semi-eixo maior a dessa orbita eliptica e mostre que E so depende de a (veja Figs. 10.13 e 
10.14). Calcule a velocidade da particula numa orbita eliptica de semi-eixo maior a, quando 
se encontra a distancia r do centra de forcas. (d) Calcule a excentricidade e da orbita (pg. 
194) em fungao de a, E e do momento angular /. 

8. Pela geometria da elipse (veja a Fig.), os semi- 
eixos maior a e menor bea semi-distancia focal 
c estao relacionados por: a 2 = b 2 + c 2 , e a area da 
elipse e 7i a b. (a) Exprima o momento angular i 
de urn planeta numa orbita eliptica em torno do 
Sol em funcao da area A e do periodo Tda orbita, 
usando a 2. a lei de Kepler, (b) Identificando a 
expressao de / obtida em (a) com a relacao entre 
I , a e a excentricidade da orbita obtida no Probl. 
7, demonstre a 3. a lei de Kepler sob a forma: 
T 2 /a 3 = 4rr 2 / (GM S ) , onde M s ea massa do Sol. (c) O perielio e o afelio de Mercurio sao, 
respectivamente, de 4,59 x 10 7 km e 6,97 x 10 7 km, e a massa do Sol e M s - 1,99 x 10 30 kg. 
Calcule o periodo da orbita de Mercurio. 
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9. O espalhamento Rutherford e a deflexao de uma 
particula carregada (massa m, carga Ze) por 
outra (massa M, carga Ze), sob acao da forca 
coulombiana. Supomos M » m, de modo que a 
particula de massa M pode ser tratada como um 
centro de forcas fixo. Para Z e Z de mesmo sinal 
(ex.: particulas alfa defletidas por um nucleo) e 
sendo a particula de massa m lancada a partir 
de uma grande distancia da outra, com velo- 
cidade inicial v 0 e parametro de choque b (Sec. 
9.6). a orbita de m e uma hiperbole do tipo 
ilustrado na Fig. ao lado. (a) Escreva o potencial 
efetivo V e/ (r) (cf. Probl. 6) em funcao de b e v 0 . 
(b) Calcule a distancia r 0 de maxima aproximacao 
de b e v 0 . 





m, Ze ; 










M t Ze 



entre as duas particulas, como funcao 



10. Uma particula de massa m move-se num campo de forcas centrais repulsivo; a forca 
sobre a particula a distancia r do centro tern magnitude F(r) = mA 2 /? onde A e uma 
constants A particula aproxima-se do centro vindo de uma grande distancia, com 
parametro de choque b e velocidade de magnitude v 0 . (a) Escreva o potencial efetivo 
V e/ (r) em funcao deb e v 0 . (b) Calcule a distancia r 0 de maior aproximacao entre a particula 
e o centro de forcas como funcao de b e v 0 . 



11. Um automovel de massa M percorre, em sentido anti-horario, uma pista circular hori- 
zontal de raio R, com velocidade escalar v constante. Conforme sera visto no Cap. 12, o 
momento angular de uma das rodas do carro em relacao ao centro de massa da roda e 
dado por V = /w, onde wea velocidade angular da roda e / e o seu momento de inercia 
em relacao ao CM, que identificamos com o centro da roda. Determine, em modulo, 
direcao e sentido, os vetores momento angular interno, momento angular externo (or- 
bital) e momento angular total da roda em funcao de M, R, v, J e do raio a da roda. 



12. Uma bolinha presa a um fio de massa desprezivel 
gira em torno de um eixo vertical com velocidade 
escalar constante, mantendo-se a uma distancia 
d = 0,5 m do eixo; o angulo 0 e igual a 30° (veja 
Fig.). O fio passa sem atrito atraves de um orificio 
O numa placa, e e puxado lentamente para cima 
ate que o angulo 0 passa a 60°. (a) Que com- 
primento do fio foi puxado? (b) De que fator 
variou a velocidade de rotacao? 
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13. Duas particulas de mesma massa m estao presas 
as extremidades de uma mola de massa des- 
prezivel, inicialmente com seu comprimento rela- 
xado i 0 - A mola e esticada ate o dobro desse 
comprimento e e solta depois de se comunicar 
velocidades iguais e opostas (v 0 , - v 0 ) as parti- 
culas, perpendiculares a diregao da mola (veja 
Fig.), tais que k\% = 6 mvg, onde k e a constante 

da mola. Calcule as componentes (v r , v e ) radial e transversal da velocidade das particulas 
quando a mola volta a passar pelo seu comprimento relaxado. 




14. No sistema da figura, analogo a urn regulador 
centrifugo (Sec 5.3), o anel A, de massa des- 
prezivel, pode deslizar ao longo do eixo vertical. 
Inicialmente as duas bolas iguais de massa m = 
200 g estao a uma distancia r = 15 cm do eixo e o 
sistema gira com velocidade angular co = 6 rad/s. 
Pressiona-se para baixo o anel A, ate que a 
distancia das bolas ao eixo aumenta para r,= 25 
cm. (a) Qual e a nova velocidade angular de 
rotacao? (b) Qual e o trabalho realizado sobre o 
sistema? 




15. Quatro discos iguais de massa m ocupam os 
vertices de uma armacao quadrada, formada por 
quatro barras rigidas de comprimento I e massa 
desprezivel. O conjunto esta sobre uma mesa de 
ar horizontal, podendo deslocar-se sobre ela com 
atrito desprezivel. Transmite-se um impulso 
instantaneo P a uma das massas, na diregao de 
uma das diagonals do quadrado (Fig.). Descreva 
completamente o movimento subseqiiente do 
sistema. 



P m 






*~/*v 


















m 







16. Um haltere formado por dois discos 1 e 2 iguais, 
de massa m, unidos por uma barra rigida de 
massa desprezivel e comprimento I = 30 cm, 
repousa sobre uma mesa de ar horizontal. Um 
terceiro disco 3 de mesma massa m desloca-se 
com atrito desprezivel e velocidade v 0 = 3 m/s 
sobre a mesa, perpendicularmente ao haltere, e 
colide frontalmente com o disco 2, ficando colado 
a ele (Fig.). Descreva completamente o movi- 
mentCKJubseqiiente do sistema. 
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DINAMICA 
DE CORPOS R1G1DOS 



12.1 — Rotacao em torno de um eixo fixo 

Vimos no capitulo precedente que o movimento de rotacao mais simples de um corpo 
rigido e a rotacao em torno de um eixo fixo. E conveniente portanto iniciarmos por ele o 
estudo da dinamica de corpos rigidos. Conforme vimos, o problema se reduz ao do movimento 
circular de uma particula r do corpo em torno do eixo, numa seccao transversal. 

Vamos tomar o eixo fixo 00' como eixo dos z, 
com origem num ponto 0 do mesmo (Fig. 12.1) e 
considerar um ponto P num piano O' x f / (seccao 
transversal). 

O unico grau de liberdade e descrito pelo angulo 
de rotacao q> do ponto P em torno de Oz; a velocidade 
de rotacao v desse ponto e tangente ao cfrculo, ou 
seja, e perpendicular ao raio vetor 0'P= p no piano O' 
x' / (Fig. 12.1), e sua magnitude e 




v = p(p, 



P = 



Figura 12.1 Rotacao em torno do eixo Oz. 



Temos entao 



(12.1.1) 

O momento angular de uma particula de massa 
m no ponto P em relacao a origem fixa O e 

Umrxv (12.1.2) 
onde (Fig. 12.1) r = OP = OO' + O P, ou seja 

r = Z + p (12.1.3) 



1 = m(Z + p) x v = mZ xv + mpxv 

O produto vetorial Zxve perpendicular a Z, ou seja, ao eixo Oz, ao passo que p x v e 
paralelo a Oz. Para aplicar a equacao fundamental da dinamica das rotacoes (11.5.16) a este 
problema, so nos interessa, conforme veremos, a componente do momento angular ao longo 
do eixo de rotacao (componente l z ), dada pelo ultimo termo mp x v. Como p e perpendicular a 
v, obtemos finalmente, com o auxilio da (12.1.1), 

l z - mpv = mp 2 (p = mp 2 co 
onde ro = (pe a velocidade angular de rotacao. 

Podemos comparar este resultado com as (11.4.11) e (11.4.12): vemos que mp 2 e o momento 
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de inertia da particula P em relacao a O' ', que se chama seu momento de inertia em relacao ao 
eixo de rotagao. 

0 resultado se estende agora imediatamente ao corpo rigido como um todo. Podemos, 
analogamente ao que foi feito para o CM de uma distribuicao continua de materia a pg. 157, 
imagina-lo inicialmente como composto de particulas de massa Am, situadas a distancias p, 
do eixo de rotagao. A componente L z do momento angular total do corpo rigido em relacao a 
O sera entao 



CO 



Passando ao limite do continuo, de forma analoga ao que fizemos na (8.4.5), resulta 



L z = /to 



onde 



J = 



j*p 2 dm 



(12.1.4) 
(12.1.5) 



e o momento de inertia do corpo rigido em relacao ao 
eixo de rotagao. Para calcular /, temos de multiplicar 
cada elemento de massa dm do corpo por p 2 , onde p e 
a distancia de dm ao eixo de rotagao (Fig. 12,2), e 
integrar sobre todo o corpo. Podemos agora aplicar 
a lei fundamental da dinamica das rotagoes. A compo- 
nente z da (11.5.16) da, com a (12.1.4), 



£!k = A(/ a) ) = x i; 
eft dt 



(ext) 




(12.1.6) 

Figura 12.2 AAovimento de inercia. 

onde x^ ext) e a componente z (ao longo do eixo) da resultante dos torques externos em relagao 
ao ponto fixo O do eixo. Como / e co nao dependem da escolha do ponto O, o mesmo deve 
valer para x^ ext) . Com efeito, se mudarmos a origem para outro ponto O' do eixo, a variacao no 
torque resultante, pela (11.5.23), eZx F (ext) onde Z = 00'. Essa variacao e perpendicular a Oz, 
de modo que nao altera a componente z do torque. Logo, na (12.1.6), o torque pode ser tornado 
em relacao a qualquer ponto do eixo de rotacao. 

Para um corpo rigido, as distancias p dos elementos de massa ao eixo sao invariaveis, de 
modo que a (12. 1. 6) pode ser escrita, finalmente, 



-(ext) _ 



= la 



a = co = cp 



(12.1.7) 



(12.1.8) 



onde 

e a aceleracao angular. 

A (12.1.7) e analoga a 2. a lei de Newton F = ma no movimento unidimensional (cf. pg. 229). 
Como no caso de uma particula unica (pg. 234), o momento de inercia desempenha um papel 
analogo ao da massa. Um corpo em rotagao tern a mesma "relutancia" em mudar sua velocidade 
angular que um corpo em translagao para mudar de velocidade linear. O 'coeficiente de inercia' 
correspondente e o momento de inercia. 

Um elemento de massa dm do corpo a distancia p do eixo tern uma energia cinetica de 
rotagao (cf.(12.1.1)) 



-v 2 dm = ip 2 (j> 2 dm = -p 2 dm-to 2 
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de modo que a energia cinetica de rotacao total do corpo e, levando em conta a (12.1.5), 




(12.1.9) 



que e o analogo da expressao T= V 2 mv 2 no movimento linear de uma particula (cf.(11.4.13)). 

Pelas (11.6.15) a (11.6.18), o trabalho realizado pelas forcas aplicadas a um sistema de 
particulas numa rotacao infinitesimal A0 e 

AW = ^F r Ar,- =^F, • (A0 x r, ) = ^(r, x F, ) - A0 = t • A9 (12.1.10) 

onde t e o torque resultante sobre o sistema. No caso atual, temos t = T (ext) e AG = Acpz, de 
modo que 



AW = x ( f % 
e o trabalho numa rotacao finita, de (p 0 a q> t , e 



(12.1.11) 




(12.1.12) 



Pelas (12.1.7) e (12.1.8), 



x ( z ext) d<p = I? xt) <j> dt = J99 dt = ^ 



=Tpela 
(12.1.9) 



dt = dT 



de modo que a (12.1.12) fica 



W <Po^Pi =2 /(0 i"2 /c ° 0 = Tl " To 



(12.1.13) 



ou seja, o trabalho realizado e igual a variacao da energia cinetica de rotacao, resultado analogo 
a (6.3.15) no movimento unidimensional. 

Podemos estabelecer o seguinte "dicionario" para traduzir as analogias entre movimento 
unidimensional e rotacao em torno de um eixo fixo: 



Movimento unidimensional 



Deslocamento = x 
Velocidade = v = x 
Aceleracao = a = x 
Massa = m 
Momento linear = p = mv 
Forca = F = ma 

1 9 

Energia cinetica = T = -mv 



Trabalho = W = I Fdx 

'*0 



■J, 



Rotacao em torno de um eixo fixo 



(p = Angulo de rotacao 
co = (p = Velocidade angular 
a = <p = Aceleracao angular 
J = Momento de inercia 
L z = Io) = Momento angular (componente z) 
r z = la - Torque (componente z) 

T = -Ico 2 = Energia cinetica de rotacao 



W=\ t z d<p = 



= Trabalho 



12.1 - ROTACAO EM TORNO DE UM EIXO FIXO 2 5 1 



Conservacao do motnento angular 

Para o caso particular de um sistema em rotacao em torno de um eixo fixo, a (12.1.6) leva 
a seguinte lei de conservacao do momento angular (cf. pg. 239): 



x? xt) = o => L = l(o = constante 



(12.1.14) 



ou seja, se a resultante dos torques externos na diregao do eixo se anula, o produto da velocidade 
angular pelo momento de inercia em relacao ao eixo se conserva. 

Para um corpo rigido, as distancias p ao eixo permanecem constantes, de modo que J = 
constante e a (12.1.14) equivale a co = constante, ou seja, conservacao da velocidade angular. 
Assim, se minimizarmos o atrito nos suportes e desprezarmos a resistencia do an um corpo 
em rotacao rapida em torno de um eixo (volante) mantem sua velocidade angular durante 
muito tempo e pode ser utilizado para armazenar energia — sob a forma da energia cinetica 
de rotacao (12.1.9). 

A (12.1.14) permanece valida, porem, para um sistema nao-rigido, cujo momento de inercia 
em relacao ao eixo pode variar durante a rotacao, passando, digamos, de J 0 para J t . Nesse 
caso, a velocidade angular tambem varia, de a>o para de tal forma que 



/ O co 0 = 



(12.1.15) 



Assim, se J diminui, co tern de aumentar. Ja vimos um exemplo (pgs. 233-234) no caso de 
uma so parti'cula. Outro exemplo e uma variante da experiencia de demonstracao descrita a 
pg. 240. 




Figura 12.3 Banquinho giratorio. 



Uma pessoa sentada sobre um banquinho gira- 
torio com atrito desprezivel (ausencia de torques 
verticals) esta em rotacao com velocidade co 0 com os 
bracos esticados. seaurando oesos afastados do eixo 

J W J. 

de rotacao, o que aumenta o momento de inercia J 0 
(Fig. 12.3, (a)). Ao dobrar os bracos, aproximando ps 
pesos do eixo, o momento de inercia diminui muito 
ft « /J, e a velocidade de rotacao (Fig. 12.3 (b)) do 
banquinho aumenta correspondentemente (c^ » co 0 ). 

A patinadora no gelo que encolhe os bracos para 
girar mais rapidamente (Fig. 12.4), como a bailarina 
para fazer uma pirueta, o mergulhador que da um 
salto multiplo dobrando os joelhos e juntando os 
bracos para girar o corpo, o acrobata que executa 
um "salto mortal", o gato que faz girar a cauda e en- 
colhe as patas para cair de pe, estao todos utilizando 
o mesmo efeito. 

E interessante ressaltar esta diferenca entre os 
principios de conservacao do momento linear e do momento angular. No caso do momento 
linear, um sistema nao pode deslocar seu centra de massa sob a agao puramente de forcas 
internas (pg. 155). Isto nao vale, porem, para a posicao angular: um sistema isolado pode 
alterar sua velocidade de rotacao em torno de um eixo atraves puramente de forcas internas 
(esforco muscular, nos exemplos acima), alterando o momento de inercia em relagao ao eixo. 



0 

















Figura 12.4 Patinadora. 
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12.2 — Calculo de momentos de inercia 

O momento de inercia de urn corpo rigido em relacao a um eixo, para rotacao em torno 
desse eixo, tern, como vimos, um papel analogo ao da massa no movimento de translacao, ou 
seja, representa a inercia de rotacao. Vamos ver como se calcula o momento de inercia em 
alguns casos importantes, correspondentes a corpos homogeneos de formas geometricas 
simples. Dizer que um corpo e homogeneo significa que sua densidade de massa e constante, 
ou seja, que a massa dm de um elemento de volume dV e dm = )idV, onde u, = constante. Pela 
(12.1.5), 



■j 



p 2 dm 



(12.2.1) 



onde pea distancia do elemento de massa dm do eixo de rotagao. 



/ ) Anel circular delgado, em torno do centro 




Supomos o eixo de rotacao perpendicular ao 
piano do anel e passando pelo centro (Fig. 12.5). Para 
um anel suficientemente delgado, podemos tomar p 
= R (raio medio do anel) para todos os elementos de 
massa dm, de modo que a (12.2. 1) da 



I = MR 2 



(12.2.2) 



Figura12.5 Anel circular. 



onde Mea massa do anel. 



2) Disco circular, em torno do centro 




Figura 12.6 Disco circular. 



Figura 12.7 Cilindro circular. 



Podemos imaginar o disco decomposto em aneis 
circulares concentricos delgados (Fig. 12.6) de raio p 
e largura infinitesima dp, onde p varia de 0 a R. 

A massa dm de um desses aneis esta para a massa 
M do disco assim como o volume do anel esta para o 
do disco, ou seja, 




dm _ 2rcp dp _ 2 
de modo que 



pdp 



(12.2.3). 



R 



T f z . 2M f 3 , 2M 
/ = Jpdm = — Jp 3 d P = — 



ou seja, finalmente, 



R 



2MK 
4R 2 



I=>-MR 2 
2 



(12.2.4) 



Note que a deducao, e por conseguinte este 
resultado, e independente da espessura do disco (ela 
se cancela na razao de volumes (12.2.3)) de modo que 
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o resultado (12.2.4} tambem da o momento de inercia de um cilindro circular de massa M, raio 
R e altura L (Fig. 12.7) em torno do eixo do cilindro, qualquer que seja L. 



3 ) Barra delgada, em torno do centro 

A massa dm de uma porcao de comprimento dp 
da barra e (Fig. 12.8) 



(12.2.5) 



onde Leo comprimento total da barra eMa massa 
da barra. Logo, 




LIZ 



f M 2 , 2iV 



2M 



L/2 



2M 
3L 



v2y 



Figura 12.8 Barra delgada. 



onde o fator 2 e devido a igual contribuicao das duas metades da barra. Finalmente, 



I = — ML 2 
12 



(12.2.5) 



Novamente, o raciocinio independe da "altura" 
da barra, de modo que a (12.2.5) da tambem o 
momento de inercia de uma placa retangular delgada 
(lamina) de comprimento L em torno de um eixo cen- 
tral perpendicular a direcao de L (Fig. 12.9), qualquer 
que seja a altura h. 



h 



i 

c 








f< 1 

1 
1 








J 



Figura 12.9 Placa retangular. 



4) Esfera, em torno de um diametro 

Podemos considerar a esfera como uma pilha de 
discos circulares, perpendiculares ao diametro con- 
siderado. A Fig. 12.10 mostra um desses discos, de 
espessura dz e raio r, situado a altura z do piano equa- 
torial. A massa dm do disco esta para a massa M da 
esfera na mesma proporcao dos volumes respectivos, 
ou seja. 



dm nr 2 dz 3 r 2 



M 



3 



4R : 



dz 



(12.2.6) 



Pela (12.2.4), o momento de inercia do disco e 

(12.2.7) 




Figura 12.10 Esfera. 



1 2 . 3M 4 ^ 
™ r dz 



dl ~-v dm - 

2 8fl3 



onde utilizamos a (12.2.6). Para obter o momento de inercia total, integramos sobre um 
hemisferio (z varia de 0 a R) e multiplicamos por 2 o resultado: 
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J 4 j? 3 J 

z=0 0 

A relagao entre r e z se obtem considerando o triangulo OO'P (Fig. 12.10) 



r 2 =R 2 -z 2 



Substituindo na (12.2.8), obtemos 



(12.2.8) 



(12.2.9) 



/= 3M| (J?4 _ 2;?v+z4)dz= 3M 



4fr 



o 



4 J? ; 



R R R 

jdz-2R 2 jz 2 dz + jz 4 dz 

0 0 0 



R 



fl 3 /3 fi 5 /5 



= -MR z 
4 



( 



A 2 1 
1-- + - 
3 5 



8/15 



ou seja, finalmente, 



I^-MR 2 
5 



(12.2.10) 



Raio de giragao: Por razoes dimensionais, o momento de inercia e sempre igual a massa do 
objeto multiplicada pelo quadrado de um comprimento. Esse comprimento k chama-se o raio 
de giragao do objeto em relacao ao eixo considerado. Assim, 



l = Mk 2 



(12.2.11) 



Se a massa toda do objeto estivesse concentrada a distancia k do eixo, este seria seu 
momento de inercia, o que da a interpretacao fisica do raio de giragao. Os resultados 
precedentes correspondem aos seguintes raios de giragao: 

1) Anel circular em torno do centro: k = R (cf. (12.2.2)); 

Disco circular em torno do centro: k = RN2. pela (12.2.4); 

Barra delgada em torno do centro: k = L/(2V3) pela (12.2.5); 



2) 
3) 
4) 



Esfera em torno de um diametro: k = i?V 2/5 pela (12.2.10). 

Em todos esses exemplos, o momento de inercia foi calculado em relagao a um eixo 
passando pelo CM do corpo considerado. Vejamos o que acontece quando o eixo de rotacao 
nao passa pelo CM. 



Teorema dos eixos paralelos (Steiner) 



z 


z 




















1 or 








z 


fx 




O) 


( = CM 



Vamos relacionar o momento de inercia / de um 
corpo qualquer em relacao a um eixo arbitrario 0"z' 
(Fig. 12.11) com o momento de inercia / CM desse 
mesmo corpo em relagao a um eixo O'z paralelo a 
0"z' passando pelo CM do corpo, que e o ponto O da 
figura ao lado. Para isso, analogamente ao que 
fizermos no caso da esfera, imaginamos o corpo como 
uma pilha de fatias delgadas perpendiculares ao eixo 
(uma delas esta representada no piano 0"OT da 
figura) A contribuicao de uma fatia ao momento de 



Figura 12.1 1 Torema de Steiner. inercia J e 
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dl = jp' k dm 

fatia 



(12.2.12) 



Vemos pela figura 12.11 que 



o que da 



p'-p + l {p' 2 =p 2 +21p + / 2 



d/ = Jp 2 dm + 21- Jpdm + 1 2 Jdm 



fatia 



fatia 



fatia 



e, integrando sobre todas as fatias, 

I = Jp 2 dm + 21 • Jpdm + l 2 jdm 



(12.2.13) 



=/ 



CM 



=M 



Sendo r o vetor de posicao em relacao ao CM, a (8.2.11), para uma distribute) continua 
de materia, da 



i 



rdm = 0 



Pela Figura 12.11, vale uma relacao analoga a (12.1.3), 

r = p + Z 

onde Z = OO'. Logo, a (12.2.14) fica 



Jpdm +J 



Zdm = 0 



(12.2.14) 



(12.2.15) 



(12.2.16) 



componente componente 
LOz HOz 



Como os dois termos da (12.2.16) representam componentes vetoriais independentes, 

fflHfl 1 1 m rlplpt: tpm Hp annlar-cp cpnaraHampnt^ T nnn IViWm — fiao M9 9 111 H-5 

v " « -mwawu » » W M* * MAMA kJW UW|^U1 JUU^ \J p J |^Vf 4 J i ^ V V" Ci |^1L<Li lOj VI CI 



J = / CM + M/ 2 



(12.2.17) 



que e o teorema dos eixos paralelos, devido a Steiner: o momento de inercia de urn corpo 
qualquer em relacao a um eixo e a soma do momento de inercia em relacao a urn eixo paralelo, 
passando pelo CM, com o produto da massa M do corpo pelo quadrado da distancia I entre 
os dois eixos. 

Em termos do raio de giracao defmido pela (12.2.11), este resultado se escreve 

* 2= *cm + ; 2 (12.2.18) 
Vemos pela (12.2.17) que o momento de inercia e 
rninimo quando tornado em relagao a um eixo que 
passa pelo CM. Este resultado, bem como o teorema 
dos eixos paralelos, tern uma interpretacao fisica 
simples. Com efeito, conforme mostra a figura 12.12, 
uma rota^ao do corpo por um angulo cp em torno de 
um eixo passando por O" equivale a uma translacao 
do corpo ao longo do arco O'O"', seguida por uma 
rota^ao de um angulo <p em torno do eixo passando Figura 12.12 interpretacao do teorema de 
pelo CM, o que e um exemplo do teorema de Chasles Steiner. 
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(pg. 224). O termo J CM na (12.2.17) esta associado a rotacao em torno do CM, e o termo M f 
associado a translacao do CM, descrevendo o arco i(p em torno de O'. 

Podemos agora combinar este resultado com os anteriores, para obter novos momentos 
de inertia. 



5) Barra delgada, em torno de uma extremidade 

Com o auxi'lio da (12.2.5), vem 




Figura 12.13 Barra e extremidade. 



1 = [cu+M 

—ML 2 
12 

ou seja 



v2y 



1 1 

— + — 

12 4 




(12.2.19) 



Comparando com a (12.2.5), vemos que e bem mais dificil fazer girar uma vareta em 
torno de uma extremidade do que em torno de seu centro (a inertia de rotacao e 4 vezes 
maior). 



6) Cilindro, em torno de uma geratriz 




Vimos que a (12.2.4) se aplica ao momento de 
inertia de um cilindro circular em torno de seu eixo 
de simetria (que passa pelo CM). Logo, para rotacao 
em torno de uma geratriz 0"z (Fig. 12.14), 



/= /cm +Mff 

=-MR z 
2 



1 



I = ±MR 2 
2 



(12.2.20) 



Figura 12.14 Cilindro e geratriz. 



Isto se aplica, em particular, ao rolamento de uma 
roda sobre um piano: a geratriz de contato entre a 
roda cilmdrica e o piano, conforme veremos logo, e o eixo instantaneo de rotacao. 



Aplicacao; maqutna de Atwood 

Como aplicagao e ilustracao dos resultados obtidos ate agora para a rotacao em torno de 
um eixo fixo, vamos considerar a assim chamada maquina de Atwood , que e um dispositivo 
para o estudo do movimento retilineo uniformemente acelerado. 

O sistema consiste numa polia de massa M e raio r, que pode girar em torno de um eixo 
fixo passando pelo seu centro O, e em duas massas e m 2 , suspensas por um fio de massa 
desprezi'vel que desliza sem atrito sobre a polia (Fig. 12.15). Temos de considerar o movimento 
de tres corpos: as massas e m 2 e a polia. Para os dois primeiros, as equacoes de mo- 
vimento sao simples extensao das obtidas desprezando a massa da polia (pg. 107) . A Fig. 
12.15 mostra as forcas que atuam em cada massa: - T t e - T 2 sao as tensoes exercidas pelo fio 
sobre m t e m 2 , respectivamente, e a a aceleracao (positiva para baixo) de m 2 ; como o compri- 
mento do fio e constante, a aceleracao de e - a (cf. pg. 107). 
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Logo, 

m 2 g-T 2 = m 2 a (12.2.21) 

m x g-T^=-m x a (12.2.22) 

A equacao de movimento da polia e a (12.1.7), 
onde, pela figura 12.15, o torque e exercido pelas 
reacoes 7\ e T 2 das massas sobre o fio. O eixo fixo de 
rotac a o Oz esta dirigido para o leitor, de modo que, 
com a convencao de orientacao, 



.(ext) 

•z 



ir"' = T 2 r - T x r = (T 2 - T t )r 



(12.2.23) 

Por outro lado, a aceleracao angular da polia esta 
relacionada com a aceleracao linear a do fio e da massa 
m 2 pela (3.8.9): 

a = ar { a = a/r (12.2.24) 
onde a e positivo com a convencao adotada para a na 



///////////////////// 




mi 



YYl\ 



a 



-a 



-T, 



Aceleracao 



Figura 12.15 Maqina de Atwood. 

figura. O momento de inertia I e dado pela (12.2.4), de modo que, finalmente, 



,(ext) _ 



l„ 2 a 1 



1 



(T 2 -T< l )r = Ia = -Mr d - = -Mra^T 2 -T< [ =-Ma 



(12.2.25) 



2 r 2 ' 1 2 

Substituindo as (12.2.21) e (12.2.22) na (12.2.25) e resolvendo em relacao a a, obtemos, 
finalmente, 



Jjn^n^g 

a — 

l 2 2 



(12.2.26) 



e T t e T 2 podem ser obtidos substituindo este resultado nas (12.2.21) e (12.2.22). As massas m t 
e m 2 se movem com movimento retilineo uniformemente acelerado e a polia com movimento 
circular uniformemente acelerado. Note que as tensoes T x e T 2 , pela (12.2.25), so seriam iguais 
em equillbrio (a = 0) ou para uma polia sem massa (M = 0; cf. pg. 92). 

Suponhamos que, inicialmente, as duas massas estejam em repouso a mesma altura, que 
tomamos como origem das alturas (Fig. 12.16 (a)). A energia total do sistema, que e puramente 
potencial, e = 0 com essa escolha de origem. Num instante posterior (Fig. 12.16 (b)), a massa 
m 2 desceu de uma altura h e tern velocidade v; 
correspondentemente, subiu de h e tern velocidade 
- v. A polia adquiriu uma velocidade angular co, onde 
v = cor. Pelas (12.1.9) e (12.2.4), a energia total, que deve 
conservar-se = 0, e dada por 

1 9 1 7 

E = 0- m^g h-m 2 g h + -(m t +m 2 )v +-/co 

1 1 1 v 2 

= (m 1 -m 2 )gh + -(m 1 + m 2 )v 2 +- > -Mr 2 - — 

d. c. c. r 



-(m 1 -m 2 )gh + ^ 



M 




o que da 



Figura 12.16 Conservacao da energia. 
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v 2 = 2 { JHlzJIh}R h = 2ah (12.2.27) 
m^i + m 2 + — M 

levando em conta a (12.2.26). 

A (12.2.27) e a relacao usual (2.5.9) entre velocidade e espaco percorrido no movimento 
retilineo uniformemente acelerado. Vemos que os resultados sao consistentes com a 
conservacao da energia. 



12.3 — Movimento piano de urn corpo rigido 

Diz-se que um corpo rigido tern urn movimento piano quando as trajetorias de todas as 
particulas do corpo sao paralelas a um piano fixo, que se chama piano do movimento. 

Um exemplo de movimento piano e o movimento de rotacao pura em torno de um eixo 
fixo (Sec. 12.1): neste caso, o piano do movimento e perpendicular a direcao do eixo. Por outro 
lado, o movimento mais geral possivel de um corpo rigido e uma combinacao de translacao e 
rotacao {Sec. 11.1). Para que um tal movimento seja piano, e necessario que a translacao seja 
paralela ao piano do movimento e a direcao do eixo de rotacao se mantenha fixa, perpendicu- 
lar ao piano do movimento. Exemplo tipico e o rolamento sobre um piano. Nesta se^ao, 
discutiremos movimentos deste tipo. 



(a) Equacoes de movimento 

Vimos na Sec. 11.5 que as equacoes de movimento de um corpo rigido podem ser escritas 
sob a forma 

AP = F (ext) (12.3.1) 



dt 

que podemos considerar como a equacao de movimento para a translagao do CM (cf. (11.5.9)), 
e 

— = T' lext) (12.3.2) 
dt 

que e a equagao de movimento para a rotacao em torno do CM. 

Para aplicar estas equacoes ao caso do movimento piano, tomemos como piano (x y) o 
piano do movimento. Como o movimento de translacao e paralelo a este piano, devemos ter 
na (12.3.1) 

P = Px i + Pyi/ F (ext) = F [ * xt) \ + F< ext) j (12.3.3) 

ou seja, tanto o momento linear do corpo rigido como a resultante das forces externas estao 
contidas no piano (x y). 

Por outro lado, como vimos, o eixo de rotagao deve ter direcao fixa, perpendicular a esse 
piano, ou seja, paralela ao eixo dos z. Logo, o vetor velocidade angular de rotagao e da forma 

a> = G)k (12.3.4) 

Pela (12.1.4) temos, para a componente z do momento angular interno (relativo ao CM) 
do corpo rigido, U z - I C m o>), onde Iqm e o momento de inercia em relagao a um eixo de rotacao 
que passa pelo CM. 
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Veremos na Sec .12.5 que, quando o corpo n'gido e simetrico em relacao ao eixo de rotac. ao 
(o que acontecera nos exemplos de aplicacao de movimento piano que vamos tratar), o 
momento angular e paralelo a esse eixo, como conseqiiencia da simetria. Pela lei fundamental 
da dinamica das rotacoes (115.16), o mesmo deve acontecer com a resultante dos torques 
externos. Tomando o momento angular e o torque externo resultante em relacao ao CM, 
devemos ter entao 



L' = L'X 



T >(ext) _ x '(ext)j 



ou seja 



L' = J 



CM 



to 



(12.3.5) 
(12.3.6) 



Logo, para urn corpo rigido simetrico em relacao ao eixo de rotacao, o momento angular 
interno e proporcional ao vetor velocidade angular. Vamo-nos limitar, por ora, a este caso. 

Derivando ambos os membros da (12.3.6) em relacao ao tempo, vemos que a (12.3.2) 
assume a forma da (12.1.7): 



.'(ext) _ 



= / 



CM 



G£ 



(12.3.7) 



onde a e o vetor aceleracao angular, que tambem tern a direcao z. A (12.3.1) tambem pode ser 
escrita sob a forma (11.5.17): 



F (ext) = MA 



(12.3.8) 



onde M e a massa do corpo n'gido e A a aceleracao linear do CM. 

As (12.3.7) e (12.3.8) sao as equacoes basicas de movimento para o movimento piano de 
um corpo n'gido simetrico em relacao ao eixo de rotacao. E importante notar que, na (12.3.7), 
T '(ext) ^ a resu itante dos torques externos em relacao ao CM. 



Caso especial da gravidade 

No caso especial da forca-peso, o campo gravi- 
tacional g proximo a superficie da Terra e uniforme, 
de modo que o torque, em relacao a um ponto O 
qualquer, exercido pela forca externa gravitacional 
sobre um sistema de parti'culas (Fig. 12.17) e 



N 



.(ext) 



=MR pela (8.2.9) 




ou seja 



T {ext) = R x (Mg) 



(12.3.9) 



Figura 12,17 Torque gravitacional sobre 
um sistema. 



onde R e o vetor de posicao do CM em relacao ao ponto 0. Logo, o torque das forcas 
gravitacionais em relacao a um ponto O arbitrario e o mesmo que se toda a massa do sistema 
estivesse concentrada no CM. Por esta razao, o centra de massa e tambem chamado de centro 
de gravidade. 

Em particular, se tomarmos o torque em relacao ao CM (0 = CM), teremos R = 0, o que da 



./(ext) _ 



= 0 (forca externa = peso) 



(12.3.10) 



de modo que a forga-peso nao contribui ao primeiro membro da (12.3.7): nao pode produzir 
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rotacao em relagao ao CM, porque podemos imagina-la aplicada no CM. Para o movimento 
de translacao, pela (12.3.8), tambem podemos imaginar a forca peso como aplicada no CM. 

Em diversos exemplos de aplicacao das leis da dinamica (pgs. 76, 89-94), discutimos o 
movimento de blocos e outros corpos extensos tratando-os como se fossem particulas, 
tomando a forca-peso como aplicada num unico ponto do corpo. Vemos agora que esse 
tratamento se justifica, tanto para a translacao como para a rotacao, desde que o ponto de 
aplicacao da forca-peso seja o CM (= centra de gravidade). 



(b) Energia cinetica 

Seja T a energia cinetica de urn sistema arbitrario de particulas: 



1 N 



J=l 



Pela (11.5.4), 

V| - = v; + v 

onde vf e a velocidade relativa ao CM e V a velocidade do CM. Logo, 



N N f N y 

' =1 =vf+2v;-v+v 2 M V'=i * 



( N 

I 

KM 



v + i 

2 



JV 



=0 pela (11.5.4) 



V 

-M 



V 1 



(12.3.11) 



(12.3.12) 



ou seja 




(12.3.13) 



O primeiro termo representa a energia cinetica do movimento interno (relativo ao CM), 
e o segundo a energia cinetica de translacao do sistema como urn todo (massa concentrada 
no CM). Logo, a energia cinetica de urn sistema de particulas e a soma da energia cinetica 
interna com a energia cinetica de translacao do CM. 

Vamos aplicar a (12.3.13) ao caso do movimento piano de um corpo rigido. Neste caso, o 
movimento interno, regido pela (12.3.7), e uma rotagao em torno de um eixo que passa pelo 
CM, de modo que o 1.° termo do 2.° membro da (12.3.13) (energia cinetica interna) pode ser 
identificado com a energia cinetica de rotagao em torno do CM. Aplicando a (12.1.9), obtemos 



(12.3.14) 



como energia cinetica total do corpo rigido em movimento piano. A analogia entre rotacao e 
translacao mencionada a pg. 250 aparece claramente nas (12.3.7), (12.3.8) e (12.3.14). 



(c) Rolamento 

Consideremos uma roda (idealizada como um cilindro circular rigido) que rola sobre 
uma superficie plana horizontal. Dizemos que se trata de um rolamento sem deslizamento ou 
rolamento puro se cada ponto da periferia da roda, quando entra em contato com o piano 
horizontal, nao desliza sobre ele. Assim durante uma revolugao completa da roda, cada ponto 
de sua periferia tera entrado em contato com um e somente um ponto do piano horizontal, de 
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modo que a roda tera avancado ao 
longo do piano horizontal de uma 
distancia igual a sua circunferencia 
(Fig. 12.18). 

A figura mostra a posicao da 
roda apos meia revolucao (centro 
em 0') e apos uma revolucao com- 

v->l of o frontrn cum D ,f \ Qfi inirialmpntp 

o ponto P 0 esta em contato com o 
piano e o ponto P da periferia entra 

em contato com o piano em F" (figura) apos uma rotacao por urn angulo q> da roda em torno 
do centro 0, a distancia s = P 0 P"' sera igual ao arco P 0 P retificado, ou seja, a J?<p, e o CM da 
roda tera avancado dessa mesma distancia: 00"' - P 0 P'", ou seja, 

s = J?q> (12.3.15) 

Derivando ambos os membros em relacao ao tempo e notando que ds/dt = V e a velocidade 
de translacao do CM e d<p/dt = co e a velocidade angular de rotacao da roda, obtemos 



Figura 12.18 Rolamento puro. 



V = c&R 



(12.3.16) 



como a condicao caracteristica do rolamento seni deslizamento. 

O movimento e piano, e corresponde a uma combinacao de translacao e rotacao. Urn 
dado ponto da periferia da roda descreve uma trajetoria denominada cicloide, ilustrada na 
figura 12.18 para o ponto P v A velocidade de urn ponto qualquer do corpo se obtem a partir 
da (11.2.10): 



v=V+wxr 



(12.3.17) 



onde V e a velocidade de translacao da roda (CM) e r o vetor de posicao relativo ao CM. 
Como w e perpendicular ao piano do movimento, temos, efetuando uma decomposicao analoga 



i f Jt r\ A r\\ 

a {id, i.cij, 



wxr = (flxp (12.3.18) 
onde pea componente de r paralela ao piano do movimento (w x Z = 0). Logo, a (12.3.17) fica 



v = V + coxp 



(12.3.19) 



Esta relacao esta ilustrada graficamente na figura 12.19. 





CO x p 0 -* 



♦►to X pi 



*-v, =2V 



O) X p 2 




v 0 = 0 



Figura 12.19 Velocidades no rolamento. 

Note-se que, para os pontos da periferia da roda, tem-se |<o x p| = coP = V (cf. (12.3.16)), 
mas a direcao de w x p varia ao longo da periferia. Assim, na fig, a velocidade resultante em ?! 
e v t = 2V, ao passo que, para o ponto de contato P 0 da roda com o piano horizontal, obtemos 
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v 0 = V + cox Po = 0 (12.3.20) 

o que exprime a ausencia de deslizamento. 0 contato da roda com o piano horizontal se da ao 
longo de toda uma geratriz do cilindro (perpendicular ao piano do movimento), cuja velocidade 
no instante do contato se anula (corresponde a cuspide da cicloide na trajetoria, ou seja ao 
ponto P[ na Fig. 12.18). 

A distribuicao de velocidades resultante na figura 12.19 se assemelha a de uma rotacao 
em torno de P 0 . Com efeito, subtraindo membro a membro a (12.3.20) da (12.3.19), obtemos 

v = wx(p- Pt) ) (12.3.21) 

Conforme mostra a figura 12.20, sepeo vetor 
de posicao de urn ponto P em relacao a O, p - p 0 = P 0 P 
e o vetor de posicao correspondente em relacao a P 0 . 
Logo, a (12.3.21) e a distribuicao de velocidades para 
uma rotacao com velocidade angular co, em torno da 
geratriz de contato do cilindro com o piano, no instan- 
te considerado. Por isso, esta reta (perpendicular ao 
piano do movimento em P 0 ) chama-se eixo instantaneo 
de rotacao. Pela (12.3.21), o movimento da roda tam- 
bem pode ser descrito a cada instante como uma 
Figura 12.20 Eixo instantaneo de rotacao. rotagao pura com velocidade angular w, em torno do 

eixo instantaneo de rotagao, ou seja, da geratriz de 

contato no instante considerado. 

Em termos da If descricao, que corresponde a (12.3.17), a energia cinetica do corpo e 
dada pela (12.3.14): 

1 1 

t =2 /cmC ° 2 + 2 MV2 (12.3.22) 

Em termos da descrigao equivalente (12.3.21), a energia cinetica deve corresponder a 
uma rotacao pura: 

F = ^/co 2 (12.3.23) 

onde Ieo momento de inertia em relacao ao eixo instantaneo de rotagao. Substituindo na 
(12.3.22) V 2 = co 2 R 2 (cf. (12.3.16)) e identificando as duas expressoes para T, obtemos 

I = I CM + MR 2 (12.3.24) 

que nada mais e do que o teorema dos eixos paralelos (12.2.17), uma vez que R e a distancia 
entre os dois eixos. 

Notemos ainda que, embora tenhamos discutido o rolamento puro, para fixar ideias, em 
termos de urn cilindro circular, a discussao acima permanece valida para o rolamento puro de 
corpos rigidos de outras formas, simetricas em relacao ao eixo Oz, onde O = CM, tais como 
um anel ou uma esfera, desde que se trate de urn movimento piano. 

12.4— Exemplos de aplicacao 

(a) O loid 

O ioio, um brinquedo bem conhecido, e formado por dois discos ligados por um eixo 
central estreito, em torno do qual se enrola um fio que se mantem esticado. Prendendo a 
extremidade do fio e soltando o ioio, ele rola para baixo ate desenrolar o fio, que entao passa 
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de um lado do eixo para o outro e se reenrola a medida 
que o ioio volta a subir. Vamos analisar este mo- 
vimento, supondo o atrito desprezivel e que o raio p 
do eixo central seja suficientemente pequeno para que 
o fio possa ser considerado como se mantendo sempre 
na vertical. Se M e a massa do ioio, as forcas que agem 
sobre ele sao a forca-peso Mg, aplicada no CM, e a 
tensao T t do fio, que exerce um torque em relacao ao 
CM com brago de alavanca p. 

A figura 12.21 mostra a situa^ao durante a 
descida: com o eixo dos z apontando para o leitor, o 
sentido de rotacao, a velocidade angular (pe o torque 
T ^{ext) _ re i a ti v0 ao cm S a 0 todos positivos. A 

(12.3.7) (cf.d2.17), (12.1.8)) fica 




Figura 12.21 Ioio descendo. 



(12.4.1) 



Tip = J C m9 

onde J CM e o momento de inertia do ioio relativo ao CM, que e o centro de simetria do ioio. A 
aceleracao angular ip e positiva: a velocidade angular do ioio aumenta a medida que ele desce. 

A porcao X do fio que se desenrolou e tambem a distancia do CM a extremidade fixa, e a 
(12.3.8) se escreve 

MX = Mg-Ti (12.4.2) 

Para uma rotacao infinitesimal dcp, X aumenta de 

c/X-pdcp (12.4.3) 

que e a porcao adicional de fio desenrolada. Logo, temos uma relacao analoga a condi^ao 
(12.3.16) de rolamento sem deslizamento: 



X = pep { X = pip 

que permite resolver as (12. 4.1) e (12.4.2) em relacao as incognitas 7^ e X 



(12.4.4) 




(12.4.5) 



Vemos que tanto o movimento de translacao (descida) do CM como o de rotagao sao 
uniformemente acelerados e que a tensao e inferior a forca-peso. 

Durante a subida do ioio, o sentido de rotacao 
permanece o mesmo, mas o fio passou para o outro 
lado do eixo (Fig. 12.22), de modo que o torque e 
negative e a (12.4. 1) e substituida por 



(12.4.6) 



que exprime a desaceleracao angular na subida 
(ip < 0). Por outro lado, o fio se enrola em lugar de 
desenrolar-se, de modo que as (12.4.3) e (12.4.4) sao 
substitui'das por 




dX = -pd(p { X = -p(p { X = -pep 



(12.4.7) Figura 12.22 Ioio subindo. 
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ao passo que a (12.4.2) nao se altera. Resolvendo as (12.4.6) e (12.4.2) sujeitas a (12.4.7), obtemos 
novamente os resultados (12.4.5), de modo que eles permanecem validos tanto para a descida 
quanto para a subida. 

Estes resultados tambem podem ser obtidos a partir da lei de conservacao da energia. A 
energia cinetica e dada pela (12.3.14): 



i 

2 " mT 2 

Quer na subida, quer na descida (cf. (12.4.4) e (12.4.7)), temos X 2 = (p 2 de modo que 



(12.4.8) 



T = lu C M + Mp 2 )<v 2 = h<$> 2 (12.4.9) 

onde, pelo teorema dos eixos paralelos (12.2.17), / e o momento de inertia em relacao ao 
ponto de contato entre o fio e o eixo central. Esse ponto e o eixo instantaneo de rotacao, e a 
(12.4.9) e analoga a (12.3.23), exprimindo o fato de que o movimento, em relacao ao eixo 
instantaneo, e uma rotacao pura. 

Tomando a origem das alturas na posicao inicial do ioio (X = 0), a energia potencial 
instantanea e - MgX, e a energia total, que se conserva, e E = 0, de modo que obtemos 



E = 0 = -MgX + h CM £ + |mX 2 



(12.4.10) 



Resolvendo em relacao a X obtemos 



X = ±V2Mp^X/(/ CM + Mp^) 



( 



+ na descida 
- na subida 



J 



(12.4.11) 



Comparando esta expressao com a (2.5.9), vemos que e a relacao entre velocidade e 
espaco percorrido no movimento retih'neo uniformemente acelerado, com aceleracao Xdada 
pela (12. 4.5). 

Faltou analisar o que acontece na transicao entre descida e subida, quando a velocidade 
troca de sinal, passando de V a - V. 0 valor de V e dado pela (12.4.11) com X = L, onde Leo 
comprimento do fio ao atingir o ponto mais baixo. Logo, o momento linear do ioio sofre uma 
varia^ao 



AP = M[V - (-V)] - 2MV = 2M^2Mp 2 gL / (/ CM + Mp 2 ) (12.4.12) 
num curto intervalo de tempo At, o que corresponde a uma forca impulsiva (Sec.9.2) 

F = AP / Af (12.4.13) 

cuja agao se manifesta como um subito pu- 
xao no fio. A figura 12.23, onde estao repre- 
sentados somente o fio e o eixo central, 
ilustra estagios sucessivos dessa etapa de 
transicao. Podemos estimar o tempo At co- 
mo sendo o necessario para uma rotacao 
por um angulo A(p = n com velocidade an- 
gular <p ou seja, 




Figura 12.23 Etapa de transicao. 



At~7t/(() = 7ip/V 



(12.4.14) 
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N 
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h 




r 0 




/4 Mg 


v 



Figura 12.24 Rolamento sobre urn piano 
inclinado. 



(b) Rolamento sobre um piano inclinado 

Consideremos um corpo de secgao circular (anel, 
cilindro, esfera) que rola sem deslizar sobre um piano 
inclinado de angulo 0 e altura h (Fig. 12.24). Podemos 
tomar a forca-peso Mg como aplicada no centro de 
massa C (pg. 259). Logo, nem essa forca nem a reacao 
normal N do piano exercem um torque em relacao ao 
CM, capaz de produzir rotacao. Se fossem somente 
essas as forcas atuantes, o corpo deslizaria ao longo 
do piano, e o problema seria identico ao Exemplo 2 
da pg. 74. 

Para que haja rolamento, e necessario que leve- 
mos em conta o atrito: a forga de atrito F a , aplicada no ponto de contato P 0 (figura), exerce um 
torque F a R em relacao ao centro C CR = raio da seccao). No caso de rolamento puro, P 0 pertence 
ao eixo instantaneo de rotacao, de modo que esta em repouso a cada instante. Logo, F a e a 
forca de atrito estatico (na realidade, em lugar de um ponto de contato, ha uma pequena area 
de contato, correspondente a uma depressao do piano, o que leva ao chamado atrito de 
rolamento, mas nao consideraremos este efeito). 

Orientando os eixos Xe Y da forma indicada na figura, a equacao de movimento (12.3.8) 
associada a translacao da: 

Componente Y: N-Mgcos0 = O 
Componente X: Mg sen 0 - F a - MX 
A equacao de movimento (12.3.7) associada a rotacao em torno do CM fica 

e a condicao de rolamento sem deslizamento (cf. (12.3.16) da 

A (12.4.15) da apenas a reacao normal; podemo-nos restringir as demais equacoes 
E conveniente exprimir J CM em funcao do raio de giragao (cf. (12.2.11)) 



(12.4.15) 
(12.4.16) 

(12.4.17) 
(12.4.18) 



'cm = Mk< 



(12.4.19) 



onde escrevemos k em lugar de k C M/ P ara simplificar. Substituindo as (12.4.19) e (12.4.18) na 
(12.4.17), vem 



k 2 ■• 
R 2 



(12.4.20) 



e, substituindo na (12.4.16), obtemos finalmente 




(12.4.21) 



o que deve ser comparado com a (4.4.8): o movimento continua sendo uniformemente 
acelerado, mas a aceleracao e reduzida pelo fator ( 1 + Jc 2 /]? 2 )" 1 em relacao a do deslizamento 
puro, devido a energia cinetica adicional (de rotacao) que tern de ser gerada. 

Utilizando os valores de k citados a pg. 254, vemos que 
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1 



1 + 



1/2 para urn anel 
2/3 para um cilindro 
5/7 para uma esfera 



(12.4.22) 



Logo, se soltarmos um anel, um cilindro e uma esfera, rolando sem deslizar, da mesma altura 
do piano, a esfera ganha a corrida e o anei chega em ultimo lugar (independentemente dos 
raios). 

A forca de atrito estatica necessaria para produzir o rolamento sem deslizamento e dada 
pelas (12.4.20) e (12.4.21): 



F a = Mg sen 0 



(12.4.23) 



k 2 + R 2 

Por outro lado, se \i e e o coeficiente de atrito estatico, devemos ter, pelas (5.2.4) e (12.4.15), 

F a < F e = \i e N = >i e Mgcos0 (12.4.24) 
Comparando com a (12.4.23) obtemos 



, r, , k^ + R 2 
tg0<fi e — — - = tg 6 r 



(12.4.25) 



onde 0 r define o angulo maximo do piano inclinado para o qual e possivel o rolamento sem 
deslizamento. Na ausencia de rolamento, como vimos na (5.2.9), o corpo comeca a deslizar 
para 0 > 0 e , onde tg 0 e = ^i e . Com rolamento, o deslizamento so comeca para um angulo 0 
maior. A (12.4.25) da 



tge = 



'2jii e para um anel 
3u e para um cilindro 
7 

L2 



-H e para uma esfera 



(12.4.26) 



Se o corpo e solto em repouso do alto do piano inclinado e rola sem deslizar ao longo de 
todo o comprimento 1 do piano, a velocidade Vcom a qual atinge a base do piano e dada por 
(cf. (2.5.9) e (12.4.2 1)) 



V^2Xl = 2glSen * R2 =2gh. 



R' 



k 2 + R 2 c/ "k 2 +R 2 
onde h = 1 sen 0 e a altura do piano inclinado. A energia cinetica correspondente e 



(12.4.27) 



T = lMV 2 + h CM cp 2 =-MV ; 
2 ^ 2 



Mk 2 V 2 /R 2 



2 \ 



1 + 



R l 



(12.4.28) 



y 



Substituindo V 2 pela (12.4.27), obtemos 



T = Mgh (12.4.29) 

que e a energia potencial inicial. 

Logo, a energia total se conserva. A primeira vista, isto parece contraditorio com a 
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presenca da forca de atrito (12.4.23). Entretanto, o 
ponto de aplicagao P 0 da forga de atrito (Fig. 12.24) 
esta sobre o eixo instantaneo de rotacao, ou seja, esta 
em repouso a cada instante. Logo, a forga de atrito 
nao realiza trabalho: seu unico papel e converter 
energia cinetica de translacao em rotacao, o que freia 
o corpo; a (12.4.27) mostra que o fator de freiamento 
e dado pela (12.4.22). 

(c) Bola de bilhar 

Como exemplo do que acontece quando o rolamento e acompanhado de deslizamento, 
consideremos o movimento de uma bola de bilhar, golpeada pelo taco no piano mediano, 
com parametro de choque b em relacao ao centro da bola (pg. 176 e Fig. 12.25). A forca 
impulsiva F exercida pelo taco, que atua durante o intervalo de tempo At de sua colisao com a 
bola, transmite a mesma urn impulso inicial (Sec.9.2) 



Figura 12.25 Tacada em bota de bilhar. 



AP = FAt = MV 0 



(12.4.30) 



onde Vq e a velocidade inicial do centro de massa C apos a tacada. 

A forca Ftambem exerce um torque - Fib em relacao a C, que transmite a bola o momento 
angular inicial (cf. (12.3.2) e (12.3.6)); 

AL' = x' (ext) At = -FbAt = / c (o 0 (12.4.31) 

onde coq e a velocidade angular inicial de rotacao (co 0 < 0 no caso da figura, em que b > 0). 
Lembrando que I c e dado pela (12.2.10) e substituindo FAt pela (12.4.30), obtemos 



-MV 0 b = -MR d (d Q 
5 



G) 0 = 



5 V 0 b 
2 R 2 



(12.4.32) 



A velocidade de deslizamento da bola e a velocidade v de seu ponto de contato P 0 com o 
piano da mesa de bilhar (Fig. 12.25). O valor inicial v 0 de v e (cf. (12.3.19)) 



v 0 = V o + to o i? = V o 



1 

2R 



(12.4.33) 



onde utilizamos a (12 4.32). 

A condicao de rolamento puro (equivalente a (12.3.16)) seria v 0 = 0) o que da 



b = -R = b r 
5 



(rolamento puro) 



(12.4.34) 



Uma tacada com b > b r chama-se "tacada alta", e a (12.4.34) mostra que nesse caso v 0 < 0, 
ou seja a velocidade inicial de deslizamento se opoe a velocidade V Q do CM. A Fig. 12.25 
corresponde a uma "tacada baixa", com b < b r , quando v 0 > 0. A forga de atrito cinetico F c (pg. 
85) tern sentido oposto ao do deslizamento, de modo que aponta para a esquerda no caso da 
figura 12.25, criando um torque, que tende a aumentar a magnitude da velocidade angular, 
diminuindo assim a velocidade de deslizamento (para uma "tacada alta 7 ', e o contrario). 

Temos portanto, no caso da tacada baixa, a equacao de movimento para a translacao 



MX = F C = -u. c N = -\i c Mg 



(12.4.35) 
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onde ^ c e o coeficiente de atrito cinetico (cf. (5.2.5)). As forcas verticals Mg e N (reacao), que 
se equilibram, nao foram representadas na figura 12.25; a unica forca horizontal e F c , que 
atua enquanto houver deslizamento. A equacao de movimento para a rotacao em torno do 
CMe 

t' z (ext) = F C R = -\i c MgR = I c a = ^MR 2 a (12.4.36) 

5 

As VPloriHarips linpar P annular nn inctantp t can riaHac nolac ovriroccAoc ncnolc r^o^o ^ 

movimento uniformemente acelerado: 

V = V 0 + Xt = V 0 - \i c gt (12.4.37) 

co = to 0 + at = co 0 - -\l c £ t (12.4.38) 
A velocidade de deslizamento do ponto de contato no instante t e portanto 

v = V + (oR = v 0 -|n c gt (12.4.39) 

e se anula para t = t lr onde 

ti=|-^ (12.4.40) 

com v 0 dado pela (12.4.33). O valor correspondente da velocidade de translacao da bola de 
bilhar e, pela (12.4.37), 

V^V 0 -^9t^jV Q [ ~^ (12.4.41) 

Para t > f t , o atrito cinetico e substitui'do pelo atrito estatico e a bola entra em rolamento 
puro, com V=V r 1 eco = co 1 = - VyR Ja vimos que, nestas condic/oes, nao ha dissipacao de 
energia, de modo que o rolamento puro se manteria indefinidamente (na realidade, o atrito 
de rolamento e a resistencia do ar teriam de ser levados em conta). Note-se que a velocidade 
final da bola e proporcional a altura jb + R da tacada acima da mesa de bilhar. 



12,5 — Momento angular e velocidade angular 

No movimento piano de urn corpo rigido simetrico em relacao ao eixo de rotacao (em 
particular, na rotacao pura em torno de urn eixo fixo), o momento angular L' tern a direcao do 
vetor velocidade angular « (cf. (12.3.6)). Em geral, porem as direcoes dos vetores momento 
angular e velocidade angular nao precisam ser as mesmas. 

Urn exemplo deste resultado e a rotacao de uma particula P de massa m em torno de urn 
eixo com velocidade angular w constante, mantendo-se a uma distancia p fixa do eixo, ou 
seja, em movimento circular uniforme, como no caso da funda (pg. 73). Podemos imaginar 
que P esta ligado ao ponto 0' do eixo por uma haste rigida de comprimento p e massa des- 
prezivel. Para manter a rotacao, e necessario que atue sobre P (exercida pela haste) uma forca 
F centripeta, de magnitude (cf. (4.4.9)) 



F = co 2 p (12.5.1) 
Apliquemos ao sistema a equacao fundamental da dinamica das rotacoes, porem, tomando 
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torque e momento angular em relacao a um ponto 0 
do eixo de rotacao. 

Na figura 12.26, mantivemos as mesmas notacoes 
da figura 12.1: o piano do papel corresponde ao piano 
OO'P daquela figura. A velocidade v da massa m e 
um vetor perpendicular ao piano do papel apontando 
para baixo, o que indicamos na figura pela notacao 
® (a notacao (O) representaria um vetor apontando 
para cima). 

O momento angular relativo a O e 

l = mrxv (12.5.2) 
que pertence ao piano da figura 12.26, e perpendicu- 
lar a OP e tern o sentido indicado na figura. Vemos 
que 1 efetivamente nao tern a direcao de w. Como r e 
perpendicular av,a magnitude de 1 e 




J = mvr = mco pr 



(12.5.3) 



Figura 12.26 Momento angular e 
velocidade angular. 
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O angulo entre r e F e 0 + — , de modo que a magnitude do torque de F em relacao a O e 



x = 



rxF 



= rF sen 



( id 
0 + - 

2 



V 



= rF cos 6 = mco prcos0 



(12.5.4) 



J 



com o auxilio da (12.5.1). Comparando esta expressao com a (12.5.3) e notando que o angulo 



entre as direcoes de w e 1 e — - 0 (Fig. 12.26), vemos que 



x = col sen 



2 



wx 1 



(12.5.5) 



Como rxFewxl tern a mesma direcao e sentido (perpendicular ao piano da figura, 
apontando para cima), a lei fundamental da dinamica das rotacoes (11.5.16) para este sistema 
se escreve, finalmente, 



dl . 

=T=WXl 

dt 



(12.5.6) 



Pela (11.2.8), isto significa que I gira em 
torno da direcao de w com velocidade an- 
gular w. 

Consideremos agora um corpo rigido 
que tern um eixo de simetria, em rotacao 
em torno do mesmo. 




Figura 12.27 Rotacao em torno de um eixo de 
simetria. 



Alguns exemplos estao ilustrados na figura 12.27. O CM esta necessariamente sobre o 
eixo, e vamos tomar a origem O no CM. A cada particula de massa m situada num ponto P do 
corpo, com velocidade de rotacao v, corresponde por simetria uma particula de mesma massa 
no ponto P s , simetrico de P em relacao ao eixo (Fig. 12.28), com velocidade de rotagao v s = - v. 
O vetor de posicao de P s e r s = Z + p s = Z- p, usando a mesma notacao da (12.1.3). A Figura 
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12.28 mostra as contributes 1 e l s das particulas P e P s ao momento angular do corpo rigido 
em relacao a O, onde 1 e dado pela (12.5.2) e l s = mr s x v s . Os vetores 1 e l s tern identicas 
componentes paralelas ao eixo de rotacao, mas suas componentes perpendiculares a esse 
eixo sao iguais e contrarias, de modo que se cancelam, ao somar as contributes de 1 e l s ao 
momento angular total L' relativo a O. Logo, continua valendo, como na (12.3.6), 
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1 
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(12.5.7) 



Figura 12.28 contribuicoes de pontos 
simetricos. 



para a rotacao de um corpo rigido simetrico em relagao 
a um eixo de simetria, mesmo que a direcao desse eixo 
nao permaneca fixa no espaco, ou seja, mesmo que a 
direcao de to varie a cada instante. 

Em geral, para a rotacao em torno de um eixo 
que nao seja um eixo de simetria, a relacao entre L e 
<o e bem mais complicada, o que e uma das principals 
dificuldades no tratamento geral da dinamica dos 
corpos n'gidos. Pode-se mostrar que para qualquer 
corpo rigido, mesmo assimetrico, sempre existem tres 
eixos mutuamente ortogonais passando pelo CM tais que, para uma rotacao em torno de 
qualquer um desses tres eixos, Lew sao paralelos. Estes eixos chamam-se eixos principals, e 
os momentos de inercia / t , J 2 , J3 relativos aos tres eixos principais chamam-se momentos de 
inercia principais. Assim, quando o corpo esta girando em torno do eixo principal j (j = 1, 2, 3), 
seu momento angular e L,- = Ij o>. Um eixo de simetria de um corpo rigido, pelo que acabamos 
de ver, e necessariamente um eixo principal. 

Consideremos finalmente um haltere, formado 
por duas particulas P\ e P 2 de mesma massa m, ligadas 
por uma barra rigida de massa desprezfvel, presa por 
seu centro 0 e formando um angulo 8 (Fig. 12.29) com 
ela, a uma barra vertical que serve como eixo de rota- 
cao, girando sobre dois suportes e S 2 (com w = 
constante). 

O momento angular de cada particula em relacao 
a O se obtem pela mesma construcao da pg. 268. As 
duas particulas tern 0 mesmo momento angular 1, por- 
que tanto r como v tern sentidos opostos para as duas 
massas. Logo, 0 momento angular total L do sistema, 
que representamos na Fig. 12.29 aplicado no CM, e 
L = 21 e nao tern a direcao de to. Como a (12.5.6) 
permanece valida, 




m, v 



m - vl • 



Figura 12.29 Rotacao de haltere. 




(12.5.8) 



Conforme ilustrado na Fig. 12.29, o vetor L, de magnitude constante, descreve um cone 
em torno de w, com velocidade angular to. Esse movimento de rotacao de L em torno de to, 
descrito pela (12.5.8), chama-se de precessao. 

O torque t na (12.5.8) e perpendicular ao piano da Fig. 12.29 e aponta para cima. As 
forcas centripetas F e - F que atuam sobre as duas massas, respectivamente, formam um 
binario (pg. 239) cujo torque e t. Essas forcas sao exercidas sobre as massas pelo eixo de 
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rotacao. As for^as de reagao sobre o eixo sao exercidas nos suportes S t e S 2 (Fig. 12.29), 
originando-se da assimetria do sistema em relacao ao eixo de rotacao. Dizemos que ha 
desequilibrio dinamico. Em maquinas em rotacao rapida, reagoes deste tipo desgastam os 
suportes e tendem a produzir trepidacao ou ate mesmo ruptura, de modo que e importante 
assegurar o equih'brio dinamico do sistema. 



12,6 — Giroscopio 

O ingrediente basico de um giroscopio e urn 
volante, que e um disco ou roda em rotacao rapida, 
ou seja, com energia cinetica de rotagao muito maior 
que a energia potencial gravitational, colocado no 
centro de uma haste de comprimento 21 (Fig. 12.30), 
que serve como eixo de rotacao do volante. E tambem 
um eixo de simetria e, por conseguinte, um eixo prin- 
cipal: para rotacao em torno dele, o momento angu- 
lar total e 




Figura 12.30 Giroscopio. 



L = /co (12.6.1) 

Se fizermos atuar sobre o sistema um torque t paralelo a L (representado na Fig. 12.30 
pelo binario F, - F) durante um intervalo de tempo At, o momento angular L sofre uma 
variacao 



AL = JAco - tA£ 



(12.6.2) 



z 

A 



n-F 



Precessao 



que tern a diregao de L, correspondendo a rotagao em torno de um eixo fixo (cf. 12.1.6)). Logo, 
o efeito do torque neste caso e aumentar ou diminuir a magnitude da velocidade angular, ou, 

0 que e equivalente, do momento angular L. 

Que acontece se o torque aplicado for perpen- 
dicular a direcao de L? Para ver um exemplo concreto, 

^uiu^uvmuj \j v »_/iu.ii iv win i wtuyciw i apiua, ^uiii u 

horizontal e com o extremo apoiado num suporte 0 
(Fig. 12.31). Tomemos um sistema de coordenadas 
com eixo z vertical e eixo y na direcao inicial do eixo 
do volante. A forga-peso F = Mgk atua no CM do 
volante (ponto Q. A reacao do suporte O e uma forca 
- F que, juntamente com F, forma um binario de braco 

1 e torque 

T = -F/i = -Mgii (12.6.3) 

(i, j, k sao os versores dos tres eixos); como L = Joj) 
temos efetivamente tIL. 

Num intervalo de tempo infinitesimo At, continua 
valendo 



AL = jAt = -MgM 
o que e 1L . Logo, 

L.^ = 1?-(L 2 ) = 0 



(12.6.4) 




z 




(12.6.5) 



Figura 1231 Precessao de giroscopio com 
eixo horizontal. 



dt 2dt 

o que significa que um torque 1L nao altera a magnitude do momento angular, mas tao somente 
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a sua diregao. Como no movimento circular uniforme, em que Av 1 v (Sec. 3.7), o vetor L gira, 
no intervalo de tempo infinitesimo At de um angulo Aq> (cf. Fig. 12.31 e (12.6.4)) 



AL - LAq> = xAt 



dcp _ q _ ^_ _ Mgl 



dt 



(12.6.6) 



Quando o eixo gira do angulo A(p, porem, o torque t gira do mesmo angulo, mantendo- 
se constante em magnitude. Podemos dizer que L "persegue" t, procurando alinhar-se com t, 
mas t mantem-se sempre perpendicular a L, de modo que nunca e "alcancado". Como Q 
permanece constante na (12.6.6), o eixo descreve um movimento de precessao em torno da 
vertical, ou seja, um movimento circular uniforme com velocidade angular Q (mantendo-se 
sempre horizontal). 

Na figura 12.31, vemos que o sentido da rotagao 
e positivo, de modo que ft = Qk e o vetor velocidade 
angular correspondente, e temos 



Ppecessad * 




F = Mg 




z 
4 




L = ko 



T = — = ft xL 
dt 



(12.6.7) 



o que tambem corresponde a relacao entre os vetores 
velocidade linear e velocidade angular no movimento 
de rotacao (cf. (11.2.8): v = dr/dt = to x r). 

A (12.6.7) mostra que o movimento de precessao 
do giroscopio em torno da vertical e solucao das 
equacoes de movimento (ou seja satisfaz a lei funda- 
mental (11.5.16) da dinamica das rotacoes), mas nao 
mostra como este movimento e estabelecido a partir 
de determinadas condigoes iniciais, problema que 
discutiremos mais adiante. Antes de faze-lo, vamos 
eslender o tratamento anterior, dentro do mesmo 
espirito, ao caso que o eixo do giroscopio forma um 
angulo 0 qualquer com a vertical (o caso ja tratado, 
em que o eixo e horizontal, corresponde a 0 - rc/2). A 
magnitude do torque passa a ser (Fig. 12.32). 



x = Mgl sen 0 



(12.6.8) 



Figura 12.32 Giroscopio com eixo inclinado. pois o braco do binario e 1 sen0. 0 vetor t e ainda 

perpendicular ao piano definido por F = mg e por L = 
/w, de modo que AL = TAt e ainda perpendicular a L; logo, a (12.6.5) permanece valida. A 
magnitude de L se mantem constante, e o vetor L precessa em torno da vertical Oz, descrevendo 
um cone de angulo de abertura 0, com (cf. Fig. 12.32) 



AL = L sen0 A<p = xAt 
o que da a velocidade angular de precessao 



(12.6.9) 



dtp 



Mgl sen 0 Mgl 



dt L sen 0 /to sen 0 
identica a (12.6.6). Vemos tambem que 



Jo) 



i = HL sen 0 = 



ftxL 
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mostrando que a equacao basica (12.6.7) do movimento de precessao do giroscopio permanece 
valida para 9 qualquer: 



dL „ 
t = — = ilxL 

dt 



(12.6.10) 



Este resultado pode ser comparado com a (12.5.8), que tambem descreve urn movimento de 
precessao. 

A niltra Pmiar5n fundamental M9 3 PI Ha rlinamira rin,c rnrnno ri'nirinc pa1i+i'i7i m^wi' 

mento de translacao do CM, nao foi considerada neste tratamento. No movimento de 
precessao, o CM do giroscopio descreve um movimento circular uniforme de velocidade an- 
gular O em torno da vertical que passa pela base de apoio. A forca centripeta correspondente 
como no exemplo do haltere (pg. 270), e exercida pelo suporte, como forga de reacio provocada 
pelo desequilfbrio dinamico do sistema. Esta forca nao foi representada nas figuras 12.31 e 
12.32, onde indicamos, no ponto de apoio O, somente a reacao vertical -Fa forca-peso F. A 
resultante destas duas forcas e nula, e nao contribui portanto ao movimento de translacio do 
CM. Por outro lado, a forca de reacao centripeta esta aplicada no ponto de apoio 0, de modo 
que nao contribui ao torque tornado em relagao a este ponto. 



2 




Eixo do 
giroscopio 



Figura 12.33 Componentes da velocidade 
angular de precessao. 



Precessao regular 

A analise precedente nao e inteiramente correta, 
pois nao leva em conta que a velocidade angular de 
precessao fl tambem contribui para o momento an- 
gular total L. Levando em conta este efeito, vamos 
ver que ele altera ligeiramente a expressao obtida para 
a velocidade angular de precessao Q, para 0 * n/2. 

Conforme mostra a Fig. 12.33, e conveniente 
decompor il numa componente oj 2 , perpendicular a 
direcao instantanea do eixo do giroscopio, e numa 
componente na direcao do eixo, que se soma a velo- 
cidade angular intrmseca ("spin") do volante em torno 
deste eixo, para dar a velocidade angular resultante 
cot ao longo do eixo. Note que 

co 2 =Qsen6 (12.6.11) 

A vantagem desta decomposigao e que w 2 
corresponde a uma rotacao em torno de um eixo 2 
(Fig. 12.34) que e tambem um eixo de simetria do 
giroscopio, como o eixo 1 no qual se encaixa o volante. 
Logo, tanto o eixo 1 como o eixo 2 sao eixos principals 
(pg. 270), de modo que os momentos angulares asso- 
ciados as componentes e w 2 sao paralelos a essas 
direcoes: L t = l x ^ e L 2 - J 2 o> 2 , onde ^ e I 2 sao os 
momentos de inercia principals correspondentes; ^ e 
o que chamamos de / na (12.6.1). Geralmente, tem-se 

h«k (12.6.12) 

pois o volante dev^ ter momento de inercia elevado em relagao ao eixo de rotacao do giroscopio. 
O momento angular total e 




Figura 12.34 Eixos principals. 
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L = L-j + L 2 = /jto 2 + 7 2 o) 2 
de modo que nao e paralelo a ^ conforme havlamos suposto. 
A equacao de precessao fica 

dL 



(12.6.13) 



T - 



dt 



= Q. x L = ^11 x (o t + J 2 H x o> 2 



(12.6.14) 
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Figura 1235 Componentes do momento 
angular. 



A figura 12.35 mostra que 
H x 0^ = Qco t sen 0 
H x o>2 = £lco 2 cos ^ 

e que 11 x a> t aponta para baixo (®) e fl x w 2 para 
cima (O). Logo, levando em conta a (12.6.8), obtemos 

x + Mgl sen 0 = / 1 Qco 1 sen G - / 2 Qco 2 cos 9 (12.6.15) 

Substituindo co 2 pela (12.6.11) e cancelando o 
fator comum sen0, a (12.6.15) da 

Mgl = I^Q - J 2 cose (12.6.16) 
que e a equagao correta para determinar a velocidade 



angular de precessao Q. 

Para 0 = rc/2, o ultimo termo da (12.6.16) se anula, e obtemos 



n = 



Mgl 
It©! 



(12.6.17) 



que equivale ao resultado anterior (12.6.6), pois XI nao tern neste caso nenhuma componente 
ao longo do eixo do giroscopio. 

Para 0 * it/2, a (12.6.16) e uma equacao do 2? grau em Q, de modo que ha duas raizes. 
Levando em conta que J 2 « I x , e que o 2? membro da (12,6.17) e geralmente « cot (a velocidade 
angular de precessao para 0 = k/2 e muito menor que o "spin" do giroscopio), podemos verificar 
que uma dessas raizes e muito proxima da (12.6.17): 



(12.6.18) 



pois o ultimo termo da (12.6.16) e desprezivel nestas circunstancias. 

A outra raiz Q+ e » £1_, de modo que pode ser obtida desprezando o 1.° membro da 
(12.6.16): 




o - — i— l_ » (i) 

/ 2 COS0 



(12.6.19) 



Esta solucao representa um segundo tipo de precessao, com velocidade angular muito 
maior que a do giroscopio em torno do eixo, que e extremamente dificil de observar, pois 
exigiria um ajuste muito especial das condigoes iniciais. 

A precessao observada comumente corresponde a raiz co_, e chama-se precessao regular 
do giroscopio. A (12.6.6), embora nao seja exata para 0 = rc/2, e uma excelente aproximagao 
da velocidade angular de precessao. 



12.7 - EFEITOS GIROSCOPICOS E APLICACOES 
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Usualmente, como mostra a (12.6.18), a precessao e bem mais lenta que a rotacao do 
giroscopio em torno de seu eixo. Este resultado se exprime pela condicao 

^of » Mgl (12.6.20) 

ou seja, a energia cinetica de rotacao e muito maior que a energia potencial gravitacional do 
giroscopio na posicao vertical (Fig. 12.30). Temos assim um criterio preciso do que significa 
"rotacao rapida", conforme ja mencionado no im'cio desta Secao. 



12,7 — Efeitos giroscopicos e aplicacdes 



(a) Efeitos giroscopicos 

Consideremos um giroscopio montado utilizando 
a suspensao tipo Cardan, ilustrada na Fig. 12.36, que 
permite rotacoes livres em torno dos tres eixos 
ortogonais Ox, Oy, Oz, facultando ao sistema assumir 
qualquer orientacao no espaco. Inicialmente, coloca- 
mos o giroscopio na posigao normal mostrada na figu- 
ra, com o volante em rotacao rapida em torno de Ox. 
O eixo do volante esta preso ao anel interno, que esta 
inicialmente no piano horizontal Oxy. O anel interno 
esta suspenso do anel externo, de forma a poder girar 
livremente em torno de Oy. Finalmente, o anel externo 
esta encaixado no suporte S, de forma a poder girar 
livremente em torno de Oz, e esta inicialmente no 
piano Oyz. 




Se pressionarmos o anel interno para baixo, 1 1 

exercendo uma forca vertical F v no ponto A (Fig.), ou, Bgura 1 236 Sus P ensao Cardan " 
o que e equivalents se suspendemos um peso no eixo do volante, que acontece? A situacao e 
equivalente a da pg. 271: o torque t devido a F v tem a diregaoy, o mesmo acontecendo portanto 
com AL = TAt; logo, em lugar de fazer descer o anel interno, o efeito produzido e uma rotacao 
do anel externo em torno de Oz, ou seja, um movimento de precessao regular. 

Partindo novamente da posicao normal, procuraremos agora pressionar o anel externo 
de forma a faze-lo girar em torno de Oz, aplicando por exemplo uma forca horizontal F h no 
ponto B (Fig. 12.36). O torque t correspondente, e por conseguinte AL = TAt, tern a direcao de 
Oz. Logo, por um raciocinio analogo ao da pg. 271, vemos que o efeito e levar o eixo do 
volante, e por conseguinte o anel interno, para cima, saindo do piano horizontal. 

Se mantivermos a pressao no ponto B enquanto o anel interno vai subindo, a resistencia 
oposta pelo anel externo vai diminuindo; quando o anel interno esta proximo da vertical, o 
anel externo tambem entra em rotacao e ambos acabam girando em torno de Oz, com o eixo 
do volante tambem vertical. 

A velocidade angular ft de rotacao dos aneis tern a mesma direcao e sentido que a 
velocidade angular w da rotacao rapida do volante, como e facil verificar pelo sentido de AL 
durante o processo acima descrito. Foucault chamou a atencao sobre este efeito, em termos 
da tendencia dos spins (associados, no caso, a w e O) de se alinharem paralelamente e no 
mesmo sentido. 

Se prendemos o anel interno ao externo, forcando o anel interno a permanecer no piano 
horizontal, o efeito giroscopico desaparece: a pressao horizontal faz girar o anel externo 
como se o volante em rotacao nao existisse. 
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Figura 12.37 Giroscopio no equador. 



(b) Aplicacdes 

Se reduzirmos ao mmimo o atrito dos rolamentos nos pivos de suspensao do giroscopio, 
o volante se torna praticamente imune a torques externos, que nao lhe podem ser transmitidos 
Logo, seu momento angular se conserva, inclusive em direcao e sentido. Por conseguinte, a 
direcao do eixo do volante permanece fixa no espaco (com respeito a um sistema inercial, 
associado, por exemplo, as estrelas fixas). O estabelecimento de uma tal diregao de referenda 
tern grande utilidade para a navegagao mantima e aerea. Giroscopios podem ser usados para 
corrigir automaticamente a rota [navegacao inercial). 

Foucault utilizou a invariancia da diregao do eixo numa variante de sua celebre experiencia 
do pendulo, demonstrando a rotacao da Terra com o auxilio de um giroscopio. 

Consideremos um giroscopio colocado no equa- 
dor na posigao A (Fig. 12.37), com seu eixo ao longo 
da horizontal Oeste -> Leste nessa posicao. Seis horas 
mais tarde, a rotacao da Terra tera transportado o 
giroscopio para a posicao B da figura. O seu eixo con- 
tinua apontando para a mesma direcao no espaco, mas 
essa direcao e agora a da vertical no ponto B. 

Suponhamos agora que o giroscopio, em lugar 
da suspensao tipo Cardan, e montado de tal forma 
que seu eixo e forcado a permanecer na horizontal 
(por exemplo, com a base flutuando num liquido). Se 
a posigao inicial for novamente o ponto A, com o eixo 
apontando ao longo da horizontal Oeste -» Leste (Fig. 
12.37), a rotacao da Terra faz girar o piano horizon- 
tal, produzindo sobre o giroscopio um torque que tenderia a transportar o eixo na direcao da 
rotacao da Terra, ou seja, um torque t paralelo a direcao Sul -> Norte. A situacao e analoga a 
discutida na pg. anterior: o eixo do giroscopio gira ate que o seu spin seja paralelo ao da 

Terra, ou seja, ate alinhar-se com a direcao Sul — > 
Norte. Este e o principio da bussola giroscopica. Note 
que, ao contrario de uma agulha imantada, a bussola 
giroscopica aponta para o polo norte verdadeiro (pg. 
186) e nao para o magnetico, nao estando pois sujeita 
a anomalias locais do campo magnetico. 

O piao (Fig. 12.38) e um giroscopio bem familiar, 
cujo movimento de precessao e analogo ao que foi 
tratado a pg. 272, o torque sendo devido a forca-peso. 

Um motociclista que quer virar a direita inclina 
o corpo e a motocicleta para a direita, utilizando um 
efeito giroscopico. 0 momento angular devido a 
rotacao das rodas e elevado. 0 torque devido a forca- 
peso da roda dianteira (Fig. 12.39, (a)) em relacao ao 
ponto de contato O com a estrada leva a roda a 
precessar, produzindo o efeito desejado: virar a direita 
(a Fig. 12.39, (b), mostra o que acontece, visto de cima). 
No caso de uma bicicleta, o momento angular e muito 
menor e o efeito giroscopico e muito menos pro- 
nunciado: alem de inclinar o corpo, o ciclista vira o 
guidao. 




Figura 12.38 Piao. 





Figura 12.39 Motociclista virando a direita. 
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Figura 12.40 Nutacao. 



(c) Nutacao 

Ao discutir o movimento de precessao regular (pgs. 272-273), observamos que ele satisfaz 
as equagoes de movimento, mas nao mostramos como ele pode ser estabelecido, nem qual e 
o efeito das condicoes iniciais. 

Voltemos a considerar o volante com eixo horizontal e extremo apoiado num suporte 
(pg. 271). Que acontece se o extremo livre for solto inicialmente em repouso (por exemplo, se 
o estamos segurando e largamos no instante inicial)? Se o volante nao estivesse em rotacao, 
e obvio que o eixo simplesmente cairia, sob a acao do torque associado com a forca-peso. 

Com o volante em rotacao, se o extremo livre e 
solto inicialmente em repouso, no ponto A, acontece 
o que esta indicado na figura 12.40: em lugar de entrar 
simplesmente em precessao, o eixo executa um movi- 
mento mais complicado; ao mesmo tempo em que 
precessa, desce e sobe alternativamente, des-crevendo 
um movimento oscilatorio conhecido como nutagao. 
Para um volante em rotacao rapida, a osci-lacao e tao 
rapida e de amplitude tao pequena que e dificilmente 
perceptivel, mas e facil nota-la quando a velocidade 
de rotacao e mais baixa. Assim, um exemplo familiar 
de nutacao e o do piao que "cabeceia" em seu movi- 
mento de precessao, a medida que vai parando. 

Para compreender a origem da nutacao, vejamos o que acontece a partir da posicao 
inicial. Para que o extremo livre entrasse imediatamente em precessao regular, com a veloci- 
dade angular Zl dada pela (12.6.6), seria preciso que ele ja fosse solto com essa velocidade, ou 
seja, dando-lhe precisamente o impulso lateral correspondente. Como ele e solto partindo do 
repouso, a velocidade angular de precessao dcp/df e zero inicialmente. O efeito do torque 
gravitacional e entao o que se espera intuitivamente: o extremo livre comeca a cair, descendo 
abaixo de sua posigao inicial horizontal no ponto A (Fig. 12.40). 

Assim que o eixo do volante desce abaixo do piano horizontal, o sistema adquire uma 
componente nao-nula de momento angular vertical L z , devido a projecao (negativa) do momen- 
to angular do volante sobre o eixo z (cf. Fig. 12.33). Mas as forces que atuam sobre o sistema, 
inclusive a reacao no suporte (cf. pg. 273), nao exercem nenhum torque na direcao z: t z = 0. 
Logo, o momento angular total na diregao z se conserva, e a componente negativa adquirida 
pela queda do eixo tern de ser compensada por uma componente positiva, igual e contraria: 
esta e a origem do movimento de precessao, com d<p/df > 0. A situacao e analoga a do banquinho 
que entra em rotacao, no exemplo da pg. 240. 

A medida que o eixo vai caindo, a velocidade an- 
gular de precessao vai aumentando, e acaba ultrapas- 
sando o valor Q. da precessao regular que pode ser 
mantida pelo torque gravitacional, dado pela (12.6.6). 
Em vista disso, o eixo comega a subir novamente, e 
d<p/dt vai diminuindo, ate que volta a posicao hori- 
zontal e o ciclo se reinicia, produzindo as oscilagoes 
caractensticas da nutacao. O grafico do angulo de 
queda 0 abaixo da horizontal em fungao de <p (veja 
Fig. 12.32), e uma especie de cicloide, conforme 
ilustrado na figaura 12.41 (e tambem a curva descrita 
pelo extremo livre do eixo). O valor medio do angulo 
de queda corresponde precisamente a velocidade de 
precessao regular Q. 




Figura 12.41 Angulo 0 em fundio de (p. 
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Outra forma de compreender este resultado e em termos de conservacao da energia. 
Quando soltamos o extremo livre inicialmente em repouso, o sistema tern a energia cinetica 
de rotacao associada ao spin do volante e energia potencial gravitational. Entretanto, o eixo 
nao pode permanecer na horizontal e entrar em precessao, porque lhe falta a energia cinetica 
adicional de rotacao associada a precessao. E a energia potencial ganha atraves da queda 
abaixo da horizontal que se converte em energia cinetica de precessao. A variacao de energia 
potencial associada ao angulo medio de queda 9 0 corresponde a energia cinetica da precessao 
regular. 

Na pratica, o atrito no suporte do eixo amortece 
a amplitude da nutacao, de modo que a trajetoria real 
e do tipo ilustrada na Fig. 12.42, e acaba por reduzir- 
se a precessao regular — com o eixo no angulo 6 0 
, , abaixo da horizontal. 

Figura 12.42 Amortecimento da nutacao. 
(d) A precessao dos equinocios 
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A Terra tambem se comporta como urn girosco- 
pio, devido a seu movimento de rotacao em torno do 
eixo. Se fosse perfeitamente esferica, a acao gravi- 
tational do Sol equivaleria apenas a forca gravitacio- 
nal do Sol aplicada no centra da Terra. Sabemos, 
porem (pg. 202), que a Terra e urn esferoide oblato, 
com eixo de rotacao inclinado de 9 « 23,5° em relacao 
ao piano da ecliptica. Ha portanto uma protuberancia 
de massa equatorial (sombreada na figura). A figura 
mostra a situacao num solsticio, em que a protu- 
berancia B esta mais proxima do Sol e A mais afastada; 
num equinocio, a direcao do Sol seria perpendicular 
ao piano da figura e A e B estariam igualmente 
afastadas do Sol (cf. Fig. 10,10). Como B esta mais proximo do Sol na situacao da figura, a 
forca de atracao correspondente F + AFe maior do que a forca F no centra O da Terra, e esta 
por sua vez e maior que a forca F - AF na protuberancia A mais afastada do Sol. As forcas 
residuais + AF e - AF nas duas protuberancias constituem urn torque, que tenderia a fazer 
girar as protuberancias, aproximando-as de piano da ecliptica (cf. Fig. 10.21). O vetor t cor- 
respondente e perpendicular ao piano da figura 12.43 e aponta para cima. Como no exemplo 
do giroscopio da pg. 272, o resultado e uma precessao do eixo de rotacao da Terra em torno 
da normal Oz ao piano da eh'ptica, descrevendo urn cone de angulo 0: e a precessao dos 



Figura 12.43 Origem da precessao. 



equinocios. 
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Figura 12.44 Calculo do torque. 



A velocidade angular de precessao e dada pela 
expressao (linha seguinte a (12.6.9)) 



(12.7.1) 



Id) sen 9 

se o torque x e constante. Nao e o caso aqui: x e maximo 
nos solsticios e se anula nos equinocios, mas procura- 
remos estimar U, tomando urn valor medio para x. 

Obtem-se uma estimativa (um tanto grosseira) do 
torque imaginando a massa Am da protuberancia 
equatorial concentrada apenas nos pontos A e B do 
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equador, dividida em duas massas iguais Am/2, formando uma especie de haltere (Fig. 12.44). 
Se R e a distancia do Sol ao centro O da Terra, as distancias a A e B sao R + AR e R - AR, 
respectivamente, onde (figura) 

AR = R T cosB (12.7.2) 
R T sendo o raio da Terra. A atracao do Sol em B e 

F B = 52 



{R - AR) 2 
e em A e 

F A - 

(R + AR) 2 

onde M s ea massa do Sol e G a constante gravitacional. Logo, 



o a c it 17 GM Am [(R + AR) 2 -(R-AR) 2 ] 
dAb ~t B -t A ~ — 

2 (R + ARfiR-ARf 



v — 

4 



M 

ou seja, AF = GAmAfl • — f (12.7.3) 

onde utilizamos o fato de que e Aff «< R. 

O braco de alavanca do binario e dado por (Fig. 12.44) 



CD = 2R T sene (12.7.4) 
de modo que, levando em conta a (12.7.2), o torque seria dado por 

CD ■ AF = ZGRl sen 6 cos 0 Am-^f (12.7.5) 

J? 

Na realidade, a massa Am da protuberancia esta distribuida numa faixa em torno do 
equador, em lugar de concentrada, como no modelo do haltere: isso reduz tanto o valor medio 
de AR como o braco de alavanca. Alem disso, calculamos o torque maximo (nos solsticios); o 
valor medio ao longo do ano e menor. Todos esses fatores reduzem o torque medio, e um 
calculo bem mais dificil mostra que o fator de reducio e « 3/8, de modo que, finalmente, 

t s = -GRl sen 0 cos 0 Am-^- (12.7.6) 
4 

e o torque medio devido ao Sol. Entretanto, e preciso levar em conta tambem o torque devido 
a atragao gravitacional da Lua, que se soma ao do Sol. 0 calculo e identico, bastando substituir 
M s por M L (massa da Lua) e R por R L (distancia Terra-Lua). 0 torque medio resultante e 



% = t s + t l = —GR 2 sen 0 cos 0 Am 



v * 3 Rl J 



(12.7.7) 



Esta expressao deve ser substituida na (12.7.1), onde (cf. (12.2.10)) 



I = -M T R$ (12.7.8) 
5 
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M T sendo a massa da Terra. Levando em conta a elipticidade da Terra, pode-se estimar que 



Am 



8 



M T 3.040 



(12.7.9) 



e a fracao da massa que corresponde a protuberancia equatorial. Efetuando as substituigoes 
e simplificando, obtemos, finalmente, 



Q - 



15 Gcos6 



3.040 co 



( 



M s Mi 

— ~ + — r 



/r r 



L J 



(12.7.10) 



onde: 



G«6,67xl0" 11 rrrVkgs*, 0-23,5°, (0 = ^-^7x10^ s 



2n 



i-5 „-i 



M s -2xl0 30 kg, f? J -4xlO JJ m J , M L ~ 7x10" kg, ^-6xl0^m 

Substituindo esses valores na expressao acima (note que a contribuicao da Lua e 
aproximadamente duas vezes a do Sol, devido a sua proximidade), obtemos 



i33 _3 



1 dia 

22 



,25 _3 



12 „-1 



Q « 7,9x10" s 



o que corresponde a um penodo de precessao de « 26.000 anos, de acordo com o observado 
(pag. 202). Newton obteve este resultado! 

Alem da precessao, ocorre tambem o fenomeno da nutacao, produzindo pequenas 
oscilacoes da diregao do eixo terrestre. 



12,8 — Estatica de corpos rigidos 

As equacoes de movimento de um corpo rigido (Segs. 11.5, 12.3) sao 

N 



^P = y F (ext) =F (ex,. (1281) 



dV 



1=1 

N 



£ T /(exl) =T ,(ext) (12.8.2) 



Cft 

onde a primeira descreve a translacao do CM e a segunda a rotacao em torno do CM. 

Um caso particular e o do equilibrio, definido pelo anulamento do 1.° membro de ambas 
as equacoes, que implica P = P 0 (movimento retilmeo uniforme) e L' - L 0 (rotacao uniforme), 
ambos constantes. Na pratica tomamos em geral P 0 = L 0 = 0, correspondendo a um corpo em 
repouso; neste caso temos equilibrio estatico, 

Temos portanto como condigdes necessarias e suficientes de equilibrio de um corpo rigido 
que a resultante das forgas externas se anule e que a resultante dos torques externos em relagao 
ao CM se anule. Mas ja vimos (pg. 238) que, quando a resultante das forgas externas e nula, o 
torque resultante e independente do ponto em relagao ao qual e calculado. Logo, podemos 
reformular as condigoes de equilibrio como: 
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(12.8.3) 



onde suprimimos a notagao "(ext)", entendendo-se que as forgas consideradas sao externas. 
Assim, para o equilibrio de um corpo rigido, e necessario e sutlciente que se anulem a resultante 
das forgas externas e o torque resultante em relacao a um dado ponto, que pode ser escolhido 
arbitrariamente. 

Como cada vetor tern 3 componentes cartesianas, as (12.8.3) representam em geral um 
sistema de 6 equagoes escalares simultaneas. Um caso particular mais simples e o de forgas 
coplanares, ou seja, quando as forgas externas atuam no mesmo piano (que podemos tomar 
como piano (xy)}. Neste caso, o equilibrio e um caso particular do movimento piano (Sec. 
12.3), e as (12.3.3) e (12.3.4) mostram que as condicoes de equilibrio se simplificam, reduzindo- 
se as 3 equacoes escalares 



F y =0, 



x z =0 



(12.8.4) 



Dois sistemas de forcas dizem-se equivalentes quando tern a mesma resultante e o mesmo 
torque resultante em relacao a qualquer ponto (para isto, pela (11.5.23), basta que tenham 
mesmo torque resultante em relacao a um dado ponto). Logo, para verificar se um corpo 
rigido esta em equilibrio sob agao de um dado sistema de forcas, podemos substitui-lo por 
qualquer sistema equivalente, o que e utilizado para simplificar o problema. 




Figura 12.45 Determinacao do centro de 
gravidade. 



Exemplo: Centro de gravidade 

Vimos as pgs. 259-260 que, para um sistema 
qualquer de particulas, o torque das forcas gravi- 
tacionais (forgas-peso) em relacao a um ponto 
arbitrario e o mesmo que se a resultante das forgas- 
peso que atuam sobre todas as particulas do sistema 
estivesse aplicada no CM. Logo, o sistema de forgas- 
peso e equivalente a resultante (peso do corpo) 
aplicada no CM, que e tambem o centro de gravidade. 
Este resultado e a base de um metodo pratico de 
determinagao do centro de gravidade de um corpo 
(Fig. 12.45). 

Se o corpo e suspenso por um de seus pontos, na posigao de equilibrio e preciso que a 
tensao - P do fio de suspensao tenha mesma Ymha de acao que a forga-peso P do corpo 

apUCaUa IIO teilU'O Ut; yraViUclUC O vp^iMUC iwu ayviiad a icsuuainc, mas laiiiuujii kj t^jv^uv 

resultante dessas duas forgas deve ser nulo). Logo, o prolongamento do fio (vertical pelo 
ponto de suspensao) passa por G, e basta suspender o corpo de dois pontos diferentes para 
determinar o centro de gravidade, como ponto de intersegao das duas verticals que passam 
pelos pontos de suspensao. 

Em geral, ao estudar o equilibrio de um corpo rigido sob a agao de um dado sistema de 
forgas, temos de considerar os pontos de aphcacao das forgas, porque, se deslocarmos os 
pontos de aplicagao, embora isto nao altere a resultante, pode alterar o torque resultante. 
Entretanto, pela (11.3.6), o torque nao se altera se deslizarmos a forga ao longo de sua Hnha de 
agao, pois isso nao altera o brago de alavanca. Por isto, as vezes se diz que forgas aplicadas a 
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Figura 12.46 Resultante de duas forcas. 
Ala va nca: 



F|-F 2 = -R 

A 



1 



7g> 



Figura 12.47 Equilibrio da alavanca. 



um corpo rigido sao "vetores deslizantes", pois obte- 
mos um sistema de forcas equivalente deslizando 
forcas ao longo de suas linhas de acao. Assim, se as 
linhas de acao das duas forcas e F 2 , aplicadas nos 
pontos A e B (Fig. 12.46), sao concorrentes, podemos 
substitui-las pela resultante R = F t + F 2 , apiicada no 
ponto P de interseccao das duas linhas de acao, 
obtendo um sistema equivalente. 



Neste caso, as forcas que atuam (desprezando o 
peso da alavanca) sao os pesos F x e F 2 , suspensos nas 
extremidades, e a reacao - R no ponto de apoio O. 
Para equilibrio, devemos ter 

-R + ^+F^O (12.8.5) 
e, tomando torques em relacao ao ponto de apoio, 



F^d x - F 2 d 2 = 0 





F 2 








d 2 



(12.8.6) 



o que da a vantagem mecanica da alavanca. 



Ao mesmo tempo, como - F equilibra a resultante 
das forcas paralelas F t e F 2 , vemos que o sistema de 
duas forcas paralelas F^ e F 2 , aplicadas nos pontos A 
e B de um corpo rigido e equivalente a resultante R = 
+ F 2 apiicada no ponto O, interno ao segmento AB 
', que divide esse segmento na razao dada pela (12.8.6) 
(composigao de forcas paralelas). No caso particular 
da forca-peso, Oeo centro de gravidade do sistema. Se tivermos mais de duas forcas paralelas, 
podemos ir compondo-a duas a duas. 



A d ] O d 2 B 


F,f 1 

R = F 


{f 2 

i + F 2 



Figura 12.48 Resultante. 



Exemplos 




Figura 12.49 Equilibrio de um mastro. 



1) Consideremos a estrutura ilustrada na figura 
12.49: um mastro pesado AB, de peso P, esta pre- 
so a uma parede por uma articulagao A e e man- 
tido suspenso na horizontal por um fio BC de 
massa desprezivel, preso a parede em C. Alem 
da forca-peso P, atuam sobre o mastro a tracao 
F 2 , dirigida ao longo do fio esticado, que faz um 
angulo a com a horizontal, e a reacao F t na 
articulacao. 0 problema e determinar F t e F 2 . 

A forca-peso P esta apiicada no centro G do 
mastro. Tomando torques em relacao a A, as (12.8.4) 
dao {1 sendo o comprimento do mastro): 



|p + /F 2y =0 



F - P 



(12.8.7) 
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Fi y +F 2y -P = 0 \ F lv =P-F 2v =- (12.8.8) 



P 

Fu + F2x=Q F lx =-F 2x =--cotga (12.8.9) 

oois F^v/Fpv = cota a. As (12.8.7) a (12.8.9) determinam todas as comoonentes de Fi e F?. 

A solucao mostra que a linha de agao de Fj aponta para o ponto D, interseccao com o fio 
da linha de a^ao da forga-peso P (Fi tambem forma um angulo a com a horizontal). Poderiamos 
ter previsto este resultado, pois F l7 F 2 e P sao vetores deslizantes e devem ter resultante nula, 
formando portanto um "poligono de forcas" fechado; no caso, e um triangulo isosceles, 
indicado em linha interrompida, com origem em G, na figura 12.49. 0 problema poderia ter 
sido resolvido graficamente, a partir destas consideracoes. 



2) Consideremos um corpo pesado que se sustenta 
num piano horizontal, sobre varios pontos de 

annin frnmn nma mpciil Ac rparnpc nnc nnn t nc 

de apoio sao todas verticais. E facil ver, com- 
pondo-as duas a duas (pg. anterior), que a 
resultante R dessas forcas paralelas esta aplicada 
num ponto O interno ao "poligono de sustenta- 
gao" cujos vertices sao os pontos de apoio (Fig. 
12.50). Como R tern de equilibrar a for S a-peso, B ^ ra 12 50 Ni 8 110 de "•"•"""f™ 
aplicada no centro de gravidade, a condigao de equilibrio e que a linha da agao da forga- 
peso (vertical pelo centro de gravidade) passe por dentro do poligono de sustentagao. 




Se quisermos determinar as reacoes nos pontos de apoio, isto e facil para 3 pontos de 
apoio, porque as (12.8.3) dao 3 equacoes escalares (verifique!), mas o problema se torna 
indeterminado para mais de 3 pontos de apoio, porque o numero de incognitas e superior ao 
numero de equacoes (sabemos que bastam 3 pes para sustentar uma mesa). Analogamente, 
se o mastro do exemplo 1 for cimentado a parede no ponto A, o que permitiria sustenta-lo 
sem o auxilio do fio, torna-se impossivel determinar a tracao no fio a partir das equacoes de 
equilibrio de um corpo rigido. 

Problemas deste tipo chamam-se "estaticamente indeterminados", e a razao das 
dificuldades e a hipotese idealizada de que se trata de corpos ngidos. Na realidade, as reacoes 
sao determinadas pelas deformacoes elasticas que se produzem nos pontos de apoio, e seria 
preciso conhecer as propriedades elasticas dos materials para obter as forcas de reacao 
produzidas. 



PROBLEMAS DO CAP1TULO 12 

1. Demonstre o seguinte teorema dos eixos perpendiculares: O momento de inercia de uma 
placa (lamina delgada) plana de forma arbitraria em relacao a um eixo Oz perpendicular 
a seu piano, com a origem O no piano da placa, e a soma dos momentos de inercia da 
placa em relacao aos eixos Ox e Oy, que formam com Oz um sistema de eixos ortogonais. 
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2. Como aplicagao do teorema dos eixos perpendiculares (Probl.l), calcule: (a) 0 momento 
de inercia de uma placa retangular homogenea de massa M e lados aebem relac, ao a um 
eixo perpendicular a seu piano, que passa pelo centro da placa. (b) O momento de inercia 
de um disco circular de massa M e raio R, em torno de qualquer um seus diametros. 

3. Calcule o momento do inercia de uma lamina homogenea de massa M em forma de anel 
circular, de raio interno r\ e raio externo r 2 , (a) Em relacao a um eixo perpendicular ao 
piano do anel, passando pelo seu centro. (b) Em relacao a um diametro do anel. Verifique 
o resultado, nos casos limites de um disco e de um aro circular. 

4. Calcule o momento de inercia de um cubo homogeneo de massa M e aresta a, em relacao 
a um diametro (eixo que passa pelos centros de duas faces opostas). 

5. Calcule o momento de inercia de um cone circular reto homogeneo, de massa M e raio 
da base /?, em relacao ao eixo do cone. Sugestao: Considere o cone como uma pilha de 
discos circulares de alturas infinitesimas e raios decrescentes. 

6. Uma porta de 15 kg e 70 cm de largura, suspensa por dobradigas bem azeitadas, esta 
aberta de 90°, ou seja, com seu piano perpendicular ao piano do batente. Ela leva um 
empurrao na beirada aberta, com impacto equivalente ao de uma massa de 1 kg, com 
velocidade de 2,5 m/s. Quanto tempo ela leva para fechar-se? 

7. Uma mesa de coquetel tern um tampo giratorio, que e uma tabua circular de raio R e 
massa M, capaz de girar com atrito desprezivel em torno do eixo vertical da mesa. Uma 
bala de massa m « M e velocidade v, disparada por um convidado que abusou dos 
coqueteis, numa direcao horizontal, vai-se encravar na periferia da tabua. (a) Qual e a 
velocidade angular de rotacao adquirida pela tabua? (b) Que fracao da energia cinetica 
inicial e perdida no impacto? 

8. Um algapao quadrado, de lado a e massa M, esta levantado verticalmente, em equilfbrio 
sobre as dobradigas, quando e levado a cair por uma ligeira trepidagao. Desprezando o 
atrito, que velocidade angular tera adquindo ao bater no chao? 

9. Calcule o efeito da massa M da polia, de raio R, 
sobre o sistema do Cap. 4, Probl. 12 (fig.): a massa 
m, que desliza sem atrito, esta ligada a massa 
suspensa m f pelo fio que passa sobre a polia. 
Determine (a) a aceleragao a do sistema; (b) as 
tensoes T e T nos fios ligados ame/n'. 
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10. Um bloco de massa m, que pode deslizar com 
atrito desprezivel sobre um piano inclinado de 
inclinacao 0 em relacao a horizontal esta ligado 
por um fio, que passa sobre uma polia de raio R 
e massa M, a uma massa rri >m suspensa (Fig.). 
O sistema e solto em repouso. Calcule, por 
conservacao da energia, a velocidade v de m f 
apos cair de uma altura h. 




1 1 . Prende-se ao teto a ponta de uma fita metrica leve, 
enrolada num estojo circular de massa m e raio 
r, e solta-se o estojo em repouso (Fig.), (a) Calcule 
a aceleragao linear do estojo. (b) Calcule a tensao 
da fita. (c) Calcule a velocidade linear do estojo 
depois que um comprimento s da fita se 
desenrolou. Verifique a conservacao da energia. 



/////////////////////// 



& 



12. Uma fita leve esta enrolada em volta de um disco 
circular de massa m e raio r, que rola sem deslizar 
sobre um piano inclinado aspero de inclinacao 
0. A fita passa por uma roldana fixa de massa 
desprezivel e esta presa a um corpo suspenso de 
massa m' (Fig.). Calcule (a) a aceleracao a da 
massa m' (b) a tensao T na fita. 




13. Uma haste metalica delgada, de comprimento d 
e massa M, pode girar livremente em torno de 
um eixo horizontal, que a atravessa perpendi- 
cularmente, a distancia d/4 de uma extremidade. 
A haste e solta a partir do repouso, na posicao 
horizontal, (a) Calcule o momento de inertia / da 
haste, com respeito ao eixo em torno do qual ela 
gira. (b) Calcule a velocidade angular co adquirida 

[Jtid lidbLC d|JUt> Uiy.J lei taiuu uc um cuiyuiu u, 

bem como a aceleragao angular a. 




14. Uma roda cilindrica homogenea, de raio E e 
massa M, rola sem deslizar sobre um piano hori- 
zontal, deslocando-se com velocidade v, e sobe 
sobre um piano inclinado de inclinacao 0, con- 
tinuando a rolar sem deslizamento (Fig.). Ate que 
altura h o centro da roda subira sobre o piano 
inclinado? 




V 



\\\\\\\^ 
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15. Uma bola homogenea de raio r rola sem deslizar desde o topo de um domo hemisferico 
de raio R. (a) Depois de percorrer que angulo 9 em relacao a vertical a bola deixara a 
superficie? (b) Com que velocidade v isso acontece? 

16. Um ioio de massa M, raio interno r, raio externo 
R e momento de inertia Iqm em relacao a seu 
centro de massa, e puxado pelo fio enrolado em 
seu eixo central, de forma a rolar sem desli- 
zamento sobre uma mesa horizontal atraves de 
uma forga F que faz um angulo <p com a horizon- 
tal (Fig.), (a) Que condicao deve ser satisfeita por 
F = |F| para que o ioio permaneca em contato 
com a mesa? (b) Calcule a aceleracao angular a 
do ioio. (c) Mostre que existe um angulo critico 
<po tal que, conforme a magnitude de <p em relacao 
a <p 0 / 0 fi° se desenrola ou enrola, e o ioio avanga ou recua. Que acontece para cp = cp 0 ? 

17. Uma bola de boliche esferica uniforme e lancada, com velocidade inicial v 0 horizontal e 
sem rotacao inicial, sobre uma cancha horizontal, com coeficiente de atrito cinetico \i c . 

(a) Que distancia d a bola percorrera sobre a prancha ate que comece a rolar sem deslizar? 

(b) Quanto tempo t depois do lancamento isso ocorre? (c) Qual e a velocidade v da bola 
nesse instante? 

18. Um giroscopio, constituido por um disco de 5 cm de raio, colocado no centro de uma 
haste de 10 cm de comprimento e massa desprezivel, gira em torno do seu eixo a 1.500 
rpm. Ele e colocado com seu eixo horizontal e um extremo apoiado num suporte (Fig. da 
pg. 271) Calcule a velocidade angular de precessao iz, em rpm. 

19. Um piao conico homogeneo de massa M tern raio da base R e altura h. (a) Calcule a 
posicao do centro de massa do piao. (b) Com o auxilio do resultado do probl. 5, calcule a 
velocidade angular Q de precessao regular do piao quando ele e colocado em rotacao 
rapida, de velocidade angular co em torno do seu eixo, com a ponta apoiada no chao. (c) 
Se o piao precessiona com seu eixo inclinado de 0 em relacao a vertical, qual e a forga 
horizontal de reacao F exercida sobre seu ponto de apoio? (d) Calcule Q e |F| para M = 
300 g, R = 4 cm, h = 12 cm, 




20. Calcule a magnitude da for^a F horizontal que e 
preciso aplicar, em direcao ao eixo O, para 
conseguir que um tambor cilindrico, de massa 
M e raio R, suba um degrau de altura d < R (Fig.). 
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21 . Uma escada uniforme, de comprimento 1 e massa M, apoiada sobre o chao, com coeficiente 
de atrito estatico \i e , esta encostada a uma parede lisa (atrito desprezivel), formando um 
angulo 8 com a parede. Para que dominio de valores de 0 a escada nao escorrega? 

22. Qual e a distancia d maxima que um homem de massa m pode subir ao longo da escada 
do Probl. 21, sem que a escada escorregue? 



23. Empilham-se N blocos identicos, de compri- 
mento 1 cada um, sobre uma mesa horizontal. 
Qual e a distancia d maxima entre as extre- 
midades do ultimo e do primeiro bloco (Fig.) para 
que a pilha nao desabe? Sugestao: Considere as 
condicoes de equilibrio, sucessivamente, de cima 
para baixo. Faca a experiencia! (use blocos de 
madeira, livros, tijolos, dominos, ... identicos). 
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13.1 — A transformacao de Galileu 

Todo o nosso tratamento da mecanica ate aqui pressupos o emprego de referenciais 
inerciais (pg. 68). Na pratica, temos freqiientemente de lidar com referenciais nao-inerciais: a 
propria Terra so pode ser tomada como urn referencial inercial na aproximacao em que sao 
desprezi'veis os efeitos de sua rotacao em torno do eixo. No presente capitulo, vamos estudar 
o que acontece com as leis da mecanica em referenciais nao-inerciais. 

O problema geral a ser tratado e o da passagem de um referencial inercial, que 
designaremos sempre por S, a outro referencial S', em movimento em relacao a S. 

Um referencial deve ser visualizado em termos 
bem concretos: por exemplo, tres barras rigidas, 
definindo um sistema cartesiano de eixos, que podem 
ser tomadas de comprimento unitario, para medida 
das coordenadas, e um relogio, para medida de tempo 
(Fig. 13.1). 

Consideremos em primeiro lugar o caso em que 
S' se move em relacao a S com movimento retilineo 
uniforme de velocidade V na direcao x. Neste caso, a 
lei da inercia permanece valida em relacao a S', e 
devemos esperar que S'tambem seja inercial (pg. 68). 
Qual e a relacao entre as coordenadas de um ponto 
num dado instante em S e os valores correspondentes em S7 

Para simplificar, vamos supor que os dois 
referenciais coincidem no instante inicial (o que 
sempre pode ser obtido por translagao da origem e 
rotacao de eixos num dos referenciais). 

A relacao entre as coordenadas de um ponto P 
num dado instante em S e S' e baseada na seguinte 
hipotese imph'cita na mecanica classica (prerela- 
tivi'stica): o movimento retilineo uniforme nao afeta a 
marcha de um relogio, nem as unidades de compri- 
mento (reguas) empregadas para medir as coor- 
Figura 13.2 Mudanca de referencial. denadas. Note-se que tanto o "relogio" como a "re- 

gua" foram definidos (Sees. 1.5, 1.7) em termos de 
fenomenos fisicos, tais como o periodo e o comprimento de onda da luz emitida por atomos, 




Figura 13.1 Referencial concrete. 
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de forma que a hipotese acima esta sujeita a comprovacao experimental, pelo menos em 
prinripio. Para velocidades nao-relativisticas (digamos, < 10% da velocidade da luz), as quais 
estamo-nos limitando, essa hipotese e uma excelente aproximacao. 

Nestas condicoes, conforme mostra a figura 13.2, a transformacao de S para S' consiste, 
no instante t, apenas de uma translacao espacial de Vt ao longo de x: 



x' = x-Vt 



\r — \t 

J J 



7 —7 



t' = t 



f11 1 1^ 



A (13.1.1) e conhecida como transformacao de Galileu especial. 

A partir da (13.1.1), obtemos imediatamente, por derivacao em relagao ao tempo, as leis 
de transformacao da velocidade e da aceleracao de uma particula, na passagem de S a S': 



v x 



dx f _ dx 
~df~~dt 



v y v y f 



Vz=Vz 



(13.1.2) 



d l x' d l x 



dt" 



dt 



2 ~ a * ; 



a y -a y ; 



a z - a z 



(13.1.3) 



mostrando que as componentes da aceleracao nao se alteram 

E imediata a extensao destes resultados ao caso 
geral, em que S' se move em relacao a S com movi- 
mento retilineo uniforme numa direcao qualquer do 
espaco (Fig. 13.3). Tomando novamente os eixos 
paralelos (outra orientacao so diferiria por uma 
rotacao espacial) e as origens coincidentes no ins- 
tante inicial, a transformacao corresponde, no instan- 
te t, a uma translacao espacial de Vt onde Veo vetor 
velocidade de S' em relacao a S. Logo, a generaliza- 
cao da (13.1.1) e 




r' = r - Vt 

t' = t 



(13.1.4) 



Figura 13.3 Transformacao de Galileu geral 



o que define a transformagao de Galileu geral. Interpretando r como vetor deslocamento de 
uma particula em movimento em relacao a S, as relagoes entre as componentes da velocidade 
da particula em S e S' se obtem, como as (13.1.2), derivando as componentes das (13.1.4) em 
relacao ao tempo, o que da 



v X v X v X ' 



V' =V -V ' 



v' = v - V 

v z v z * z 



ou seja, 



v' = v-V 



(13.1.5) 



o que corresponde a (3.9.2) (velocidade relativa). Derivando novamente em relacao ao tempo, 
obtemos para a aceleracao o mesmo resultado da (13.1.3): 



a =a 



(13.1.6) 



ou seja, a aceleragao em relacao aS'ea mesma que em relacao a S. 

Como fica a 2? lei de Newton no referencial S7 Novamente faz-se uma hipotese, que era 
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tacita ate que Einstein chamou a atencao sobre ela, a saber, que a massa inercial de uma 
particula em relagao aS'ea mesma que em S: 



m =m 



(13.1.7) 



Como as demais hipoteses mencionadas acima, trata-se de uma excelente aproximacao 
para velocidades nao-relativi'sticas {« c). 

Que acontece com as forcas? As forcas de interacao entre particulas consideradas ate 
aqui so dependem basicamente das distancias mutuas entre as particulas. Com efeito, isto 
acontece para: 

1) A interacao gravitacional entre particulas situadas (num dado referencial) nas posigoes 
e r 2 , que depende de (cf (5.1.1)) 



r i2 - 



r 2 -r t 



(13.1.8) 



2) Forcas de contato; 

3) Forca elastica (cf. (5.2.1)), que depende do deslocamento relativo a posicao de equilibria 
Como a transformagao de Galileu (13.1.4) equivale a cada instante a uma translagao 
espacial, ela nao altera as distancias mutuas: 



r 12 - 



To - r 



r 2 -r t 



= r 12 -- (13.1.9) 



Logo, as forgas de interagao tambem nao se alteram: 

(13.1.10) 



FT 



As (13.1.6), (13.1.7) e (13.1.10) implicam que, em S', a 2. a lei de Newton (4.3.3) tern a forma 

(13.1.11) 



F' = m'a' 



ou seja, tern a mesma forma que em S, o que se exprime dizendo que a 2. a lei de Newton e 
covahante por transformagoes de Galileu. 

Como a 2. a lei e o principio fundamental da dinamica, concluimos que as leis da Mecanica 
Newtoniana sao as mesmas em qualquer referencial inercial A preservacao da lei da inercia, 
que define esses referenciais (pg. 68), e um caso particular. , 

E um fato experimental que um referencial ligado as estrelas fixas e, com excelente 
aproximacao, um referencial inercial (pg. 68). O mesmo vale, portanto, para a infinidade de 
referenciais possiveis em movimento retih'neo uniforme em relacao a esse. E impossivel detetar 
o movimento retilineo uniforme em relacao a um referencial inercial pelo seu efeito sobre as 
leis da Mecanica. Naturalmente, podemos deteta-lo pelas mudancas que produz em posigdes 
e velocidades relativas f mas nao existe nenhuma lei da Mecanica que diga respeito a estes 
parametros. Eles desempenham o papel de condigoes iniciais, que sao arbitrarias. 

Assim, o movimento de translagao do Sistema Solar, com velocidade da ordem de 200 
Km/s (pg. 209), nao afeta as leis da Mecanica verificadas num laboratorio terrestre. O mesmo 
nao se aplica ao movimento de rotagao da Terra em torno do eixo, que pode ser detetado por 
experiencias de mecanica, conforme ja vimos no caso do giroscopio (pg. 278) e veremos 
tambem ao discutir a experiencia do pendulo de Foucault. 

A validade das leis da mecanica em qualquer referencial inercial, e a consequente 
impossibilidade de detetar o movimento retilineo uniforme em relacao a um sistema inercial 
pelo seu efeito sobre essas leis, corresponde ao que se chama o principio de relatividade de 
Galileu. 

Como vimos (pgs. 40-41), Galileu utilizou este argumento em sua defesa do sistema 
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heliocentrico, refutando as objecoes dos partidarios 
de Ptolomeu. Assim, na aproximagao em que a 
vizinhanga da superficie da Terra pode ser tratada 
como um referencial inercial, decorre das leis da 
mecanica que uma pedra solta em repouso cai 
verticalmente (com aceleracao g). Galileu afirmou que, 
com as mesmas condicdes iniciais (pedra solta em 
repouso), isto continua valendo a bordo de um navio ^ 1 3 " 4 Ar § umento de Galil ™- 
em movimento: a pedra solta do topo do mastro cai ao pe do mastro. Do ponto de vista de um 
observador no cais, a pedra descreve uma parabola (Fig. 13.4), porque tern inicialmente a 
velocidade horizontal do navio. Isto ilustra o fato de que a forma da trajetoria nao e uma lei 
fisica, pois depende de condicdes iniciais, que nao sao as mesmas vistas de S e S'. Entretanto, 
tanto o observador no cais como um a bordo do navio concluiriam que a forca atuante sobre 
a pedra e mg, o que corresponde a uma lei fisica (forma aproximada da lei da gravitacao 
universal na superficie da Terra). No "Dialogo sobre os Dois Principais Sistemas do Mundo", 
Galileu escreveu o seguinte: 



"SALVIATI... Encerre-se com um amigo na cabine principal sob o conves de um navio grande, 
levando consigo moscas, borboletas e outros animaizinhos voadores. Leve tambem um grande 
aquario com alguns peixes, pendure uma garrafa pingando gota a gota num recipiente largo 
debaixo dela. Com o navio parado, observe cuidadosamente como os animaizinhos voam 
com a mesma velocidade em todas as direcoes na cabine. Os peixes nadam indiferentemente 
em todas as direcoes; as gotas caem no recipiente em baixo da garrafa; e, ao jogar algo a seu 
amigo, nao e preciso jogar com mais forga numa direcio do que em outra, as distancias 
sendo iguais; ao saltar de pes juntos, voce atravessa distancias iguais em qualquer direcao. 
Depois de observar cuidadosamente todas essas coisas (embora nao haja duvida de que tern 
de ocorrer desta forma com o navio parado), fag a o navio deslocar-se com a velocidade que 
quiser, contanto que o movimento seja uniforme e nao flutue para um lado ou outro. Voce nao 
percebera a minima alteracao em qualquer dos efeitos mencionados, e sera impossi'vel dizer 
por qualquer um deles se o navio esta parado ou em movimento. Ao pular, voce atravessara 
no chao as mesmas distancias que antes, e nao dara saltos maiores para a popa do que para 
a proa, mesmo que o navio esteja-se movendo rapidamente, apesar do fato de que, durante o 
seu tempo de permanencia no ar, o chao debaixo de seus pes se esteja deslocando em sentido 
oposto ao de seu salto. 

Ao jogar algo a seu companheiro, voce nao precisara de mais forca para atingi-lo se 
estiver em sua frente em direcao a proa ou a popa. As gotas continuarao caindo no recipiente 
de baixo sem tender em direcao a popa, embora permanecam no ar durante o deslocamento 
do navio. Os peixes na agua nadarao para a frente do aquario sem fazer mais esforco do que 
para tras, e se dirigirao com igual facilidade para iscas colocadas em qualquer direcao na 
beira do aquario. Finalmente, as borboletas e moscas continuarao voando indiferentemente 
para todos os lados, e jamais sucedera que se concentrem do lado da popa, como se cansadas 
de acompanhar a marcha do navio, do qual estiveram separadas por longos intervalos, 
sustentando-se no ar... 

SAGREDO. Embora nao me tenha ocorrido testar essas observacoes enquanto viajava, 
estou certo de que ocorreriam da forma que voce descreve. Como confirmacao disto, recordo- 
me de ter-me encontrado muitas vezes em minha cabine sem saber se o navio estava em 
movimento ou parado; e as vezes, por um capricho, imaginei que estivesse a mover-se num 
sentido quando seu movimento era o oposto". 
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0 principio de relatividade de Galileu desem- 

penhou um importante papel heuristico na formula- 

gao dos principios da teoria das colisoes, feita por 

Huygens no seculo 17. Huygens considerou primeiro 

uma coiisao frontal elastica entre duas massas iquais 
Pleural 3.5 Areumento de Huygens. , . , , , r ~. „ or , ■> 

56 Jb com velocidades opostas, + v e - v (Fig. 13.5 (a) e 

argumentou que, por razoes de simetria, as particulas, apos a colisao, so podem ter 

intercambiado as velocidades, como na Experiencia 1 da pg. 76. 

A seguir, considerou uma colisao identica num barco que se move com velocidade v em 
relacao a praia (Fig. 13.5 (b)); pelo principio de relatividade de Galileu, o resultado da colisao 
dentro do barco e o mesmo. Visto da praia, porem, o processo equivale a colisao de uma 
massa de velocidade 2v, com uma massa identica em repouso, levando novamente a um 
intercambio de velocidades. Huygens obtem assim, por uma mudanca de referential, o 
resultado da Experiencia 2 da pg. 75. Casos mais gerais foram tratados por ele de forma 
analoga. 

Note-se que a passagem de (a) para (b) corresponde a transformacao do referencial do 
CM para o referencial do laboratoho (pg. 178). J a vimos na teoria das colisoes (Sec. 9.6) que a 
passagem ao referencial do CM simplifica consideravelmente o tratamento de um processo 
de colisao. Este e um exemplo de como se pode utilizar a equivalencia entre referenciais 
inerciais para escolher um referencial que leva a uma descrigao mais simples. 



13,2 — Referencial acelerado e forcas de inercia 

Consideremos agora o que acontece quando passamos de um referencial inercial S para 
um referencial S' em movimento retilmeo uniformemente acelerado em relacao a S. 

O vetor de posicao r' de uma parti'cula P em 
relacao a S' esta relacionado com o vetor r corres- 
pondente em S por (Fig. 13.6) 




r = r - r. 



O' 



(13.2.1) 



Figura 13.6 Referencial acelerado. 



onde r 0 ' = 00' e o vetor de posicao da origem O' de 
S' em relacao a S. Se A e a aceleragao do movimen- 
to retilmeo uniformemente acelerado de S' em rela- 
cao a S e V 0 a velocidade inicial (supondo novamente 
T& = 0 para t=0) / a (3.5.9) da 



1 

r 0 , = V n r + -At 



o 



(13.2.2) 



de modo que a (13.2.1) fica 



r r = r-V n f--At 



(13.2.3) 



e supomos sempre f = t A transformacao de Galileu (13.1.4) e um caso particular, com A = 0. 
Derivando em relacao a t, obtemos a lei de transformacao das velocidades 



v' = v-Vn-At 



(13.2.4) 



que tambem decorre das (3.9.2) e (3.5.8). Derivando novamente em relacao a t, obtemos 
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a' = a-A | (13.2.5) 

de modo que a aceleracao de uma particula em relacao a S' difere de sua aceleracao em 
relagao a S pelo termo constante - A, onde A e a aceleracao de S' em relacao a S. 

A cada instante, a (13.2.3) continua sendo uma translagao espacial, de modo que as 
distancias mutuas entre particulas continuam inalteradas. O mesmo vale portanto (cf. (13.1.10) 
para as forgas de interagao entre particulas: 



mas agora, pela (13.2.5), temos a * a': 



i - i - mo. u J-^.oj 



a = a' + A 



F' = ma' + mA 



(13.2.7) 



Logo, a 2. a lei de Newton nao e valida num referencial nao-inercial S', em movimento retili- 
neo uniformemente acelerado em reiagao a urn referencial inercial S. Aparece urn termo novo 
mA, proporcional a massa inercial da particula e com dimensoes de uma forca, mas que nao 
corresponde a nenhuma forca fisica, resultante da interagao entre particulas. 

Entretanto, estamos tao acostumados a interpretar aceleracoes em termos de forcas que 
se convencionou reescrever a (13.2.7) sob a forma 

ma' = F* = F' - mA = F + F in (13.2.8) 
onde F in =-mA (13.2.9) 

e chamado de forga de inertia, em contraposicao a ''forca verdadeira" F. Note a troca de sinal: 
a forca de inercia e - mA! 

Exemplo : Consideremos um foguete suspenso no espaco interplanetary longe de outros 
corpos, de forma que forcas gravitacionais sejam despreziveis: F = 0 ; nessas condigoes, ele e 
com muito boa aproximagao um referencial inercial. Suponhamos agora que os jatos sejam 
ligados, imprimindo ao foguete uma aceleracao A. A (13.2.8) da entao 

ma' = F in =-mA (13.2.10) 

como equagao de movimento de uma particula de massa m no referencial do foguete. 

Uma tal particula parecera portanto estar sujeita a um campo uniforme de forgas, que 
sao de origem inercial. Em particular, para A = g, teriamos uma perfeita simulacao do campo 
gravitacional proximo a superficie da Terra, embora nao exista nenhum corpo exercendo 
uma atragao gravitacional. Entretanto, para um observador dentro do foguete, tudo se passa 
como se existisse: um objeto solto em repouso "cai" com aceleragao a' = - g. Para um 
observador inercial externo, e o foguete que "sobe" com aceleracao g em direcao ao objeto. 

Estes efeitos nos sao familiares pelas sensagoes experimentadas num elevador quando 
esta acelerando. Neste caso, atua tambem o campo gravitacional terrestre e a (13.2.8) fica 

ma' = mg + F in =m(g-A) (13.2.11) 

onde g aponta para baixo. Assim, se o elevador esta acelerando para cima, |g - A| > g e nossos 
pes sao premidos com mais forga no chao, como se nosso peso tivesse aumentado. Se o 
elevador acelera na descida, |g - A| < g e temos a sensacao de que o peso diminui. Se o cabo 
do elevador se rompe e ele entra em queda livre (A = g), a (13.2.11) da 

ma' = 0 (13.2.12) 

e o passageiro tern (enquanto sobrevive!) a sensacao da "falta de peso". Nessas condicoes, o 
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elevador Simula um referencial inercial: um corpo solto no ar, em repouso dentro dele, 
permanece em repouso, flutuando no ar. Naturalmente, para um observador inercial externo, 
isto se deve ao fato de que tanto o corpo como o elevador estao em queda livre, tendo portanto 
a mesma aceleragao com respeito ao observador. 

Em "Da Terra a Lua", de Julio Verne, os passa- 
geiros da capsula flutuam livremente apenas ao atingir 
o ponto da trajetoria em que as forcas de atracao da 




iuiu <~ ua luq jc i^iiip^iiacuii, mas auiicin u ciciiu 



Figura 1 3.7 O erro de Julio Verne. 



gravitacional dominante de um dos dois fora desse 
ponto (Fig. 13.7 (a). Na realidade, como a capsula era 
um missil propelido somente pela carga initial, os 
passageiros estariam no analogo do elevador em 
"queda livre" desde o im'cio da viagem, ou seja, 
flutuariam todo o tempo (Fig. 13.7 (b). Hoje em dia, os 
efeitos da "falta de peso" numa capsula espacial em 
orbita livre (com jatos desligados) sao familiares a 
todos, atraves das imagens de televisao transmitidas- 
pelos astronautas. Note que este conceito "peso nulo" 
concorda com a definicao de peso dada a pg. 65: 
nessas condicoes, nao e preciso aplicar forca nenhuma 
para manter um corpo suspenso livremente. 

A (13.2.8) e os exemplos acima mostram que, se 
medirmos as forgas pelas aceleracoes que provocam, nao ha diferenga entre o efeito de uma 
forca inercial e o de uma forca verdadeira. Na Sec. 4.1, porem, definimos um metodo estatico 
de medir forgas, pelas distengoes que provocam em molas calibradas. Sera possivel, utilizando 
este metodo, distinguir entre uma forca inercial e uma forca verdadeira? 

Voltemos ao exemplo do foguete que "sobe" no 
espaco interestelar com aceleracao A = g e supo- 
nhamos que se tenha uma massa m suspensa do teto 
da capsula espacial por uma mola, como na "balanca 
de mola" da pg. 65. Vista de um referencial inercial S 
(Fig. 13.8), a massa m, solidaria com a capsula, tern 
uma aceleracao a = g. A unica forga verdadeira que 
age sobre ela e a tensao T da mola. Logo, pela 2? lei, 

T = mg (emS) (13.2.13) 

Vista de S', a massa m esta em equilibrio (a' = 0) 
sob a acao de T e da forca de inertia: 




Figura 13.8 Balanca de mola em 
referencial acelerado. 



0 = T + F in =T-mg (em S') (13.2.14) 

Logo, a forga de inercia, medida pela elongacao da mola, tambem nao se distingue de 
uma forga-peso verdadeira. As forcas que sentimos quando um carro freia bruscamente nao 
se diferenciam das que seriam provocadas por um empurrao. 

Estas consideracoes tern uma aplicacao pratica nos acelerdmetros, instrumentos que 
permitem medir uma aceleracao atraves das forgas inerciais que provoca. Consideremos, 
por exemplo, um pendulo suspenso do teto de um vagao de trem. 

Enquanto o trem esta em movimento uniforme, o pendulo permanece vertical (Fig. 13.9 
(a)). Se o trem acelerar uniformemente com aceleragao A, o fio passa a formar um angulo 8 
com a vertical. Em S, temos T + mg = mA (Fig. 13.9 (b)). Em S', o pendulo esta em equilibrio 
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sob a acao da forga-peso mg, da tensao 
do fio T e da forga de inertia - mA: T + 
mg - mA = 0 (Fig. 13.9 (c)). 0 angulo 9 e 
dado por (verifique!) 

tg G = mA I mg = A I g (13.2.15) 

de modo que a aceleragao A e medida 
porA = gtg9. v 

Dado que produzem os mesmos 
efeitos, qual e entao, em ultima analise, Figura 13.9 Acelerometro. 
a diferenga entre forcas de inercia e 

forcas verdadeiras? A unica diferenga fundamental pelo que vimos ate aqui, e que as forcas 
de inercia nao resultam da interagao com outros sistemas fisicos, ao contrario das forcas 
verdadeiras. Em particular, nao obedecem ao principio da agio e reacao: nao hi "reagao" a 
uma forga de inercia. Note que as forcas de inercia sobre uma particula sao sempre 
proporcionais a massa inertia! da particula, e podem ser inteiramente explicadas pela aceleragao 
do referencial em que aparecem, com respeito a um referential inercial. 




13,3 — Forca centrifiuga 

Ate aqui, consideramos somente referenciais em translacao com respeito a um referencial 
inercial. Daqui por diante, vamos estudar as forcas de inercia que aparecem num referencial 
S' em rotacao uniforme com respeito a um referencial inercial S. A propria Terra e um 
referencial deste tipo; por este motivo, entre outros, justifica-se uma analise detalhada do 
problema. 

Seja o) a velocidade angular de rotagao de S' em relacao a S. Para fixar ideias, podemos 
imaginar S' como uma plataforma girante — por exemplo, um carrossel. 

Vamos tomar a origem das coordenadas, tanto 

cm tj cuinu cm lD , nu ucliliu w ud pidiciiui Hid, u quell 

permanece fixo. 

Consideremos inicialmente um corpo de massa . 

m em repouso em relacao a S', que esta preso ao centro 

da plataforma por um fio esticado (Fig. 13.10). Tanto 

em S como em S' f a forga-peso vertical P = mg e 

equilibrada pela reacao normal N = - P da plataforma. „ , 

Figura 13.10 Plataforma girante. 

Em S, a unica forga horizontal que atua sobre o 
corpo e a tensao T do fio. Por outro lado, a massa m em rotagao tern uma aceleracao centhpeta, 
dada pela (3.7.13): 

a = -co 2 rf (13.3.1) 

onde r e a distancia do centro 0 (origem) a massa m e f o vetor unitario radial nessa direcao. 
Logo, em S, a 2? lei de Newton da, como no exemplo da funda (pg. 73), 

T = -mco 2 rf (13.3.2) 

Em S', a massa m esta em equilibrio. Conclui'mos portanto que sobre ela atua uma forca 
de inercia F in tal que 

T + F in =0 (13.3.3) 
Comparando com a (13.3.2), obtemos 
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F jn - -ma = ma) 2 rr 



(13.3.4) 



Esta forca de inercia, que so existe no referencial S' em rotagao, chama-se forga centrifuga: 
ela e dirigida radialmente para fora e tern magnitude mco 2 r = mv^/r, onde v = a>r e a velocidade 
de rotacao da parti'cula. 

E comum aplicar impropriamente o conceito de forga centrifuga, utilizando-o num 
referencial inercial (onde ela nao existe!). Assim, ao explicar, por exemplo, orbitas circulares 
sob o efeito da atracao gravitational, diz-se que "o corpo permanece em orbita porque a 
forca centrifuga equilibra a atracao gravitational". Como a orbita e descrita num referencial 
inercial, essa afirmacao nao tern o menor sentido. Ela pode ser atribuida a confusao entre 
"forca centrifuga" e o produto da massa pela aceleracao centripeta (que tern sinal oposto!), 
que, pela 2? lei de Newton, e igual a atracao gravitacional numa orbita circular (pg. 198). 

O conceito de forca centrifuga e util na analise do processo de centrifugacao, empregado 
em laboratorio para separar pequenas particulas de diferentes massas, em suspensao num 
liquido, fazendo a amostra girar em alti'ssima velocidade num rotor. 0 principio e o mesmo 
que o da sedimentacao sob a acao da gravidade, mas substituindo a aceleragao g da gravidade 
por urn "campo de forcas centrifugas" com o 2 r » g, o que aumenta enormemente a rapidez 
da separagao. 



13.4 — Forca de Coriolis 



Na Secao precedente, estudamos a forca de inercia que atua sobre uma parti'cula em 
repouso no referencial girante S', que e a forca centrifuga. Que acontece para urn corpo em 
movimento em S'? 

Consideremos uma pessoa que caminha sobre a 
plataforma girante, descrevendo um circulo de raio r 
em torno da origem, com velocidade (tangential) 
constante. Introduzindo os vetores unitarios r e 9 das 
diregoes radial e tangencial ao circulo (Fig. 13.10 e 
Fig. 3.27), a velocidade da pessoa em S' e vj. Vista de 
S, por outro lado, a velocidade e 

v e = Ve + cor (13.4.1) 

pois temos de acrescentar a velocidade de 
arrastamento devida a rotacao da plataforma. 

Semea massa da pessoa, a manutencao desse movimento circular uniforme requer, 
com respeito ao referencial S, uma forca centripeta dada pela (4.4.9): 




Figura 1 3.1 1 Movimento tangencial em 
referencial girante. 



F = 



mv 



(13.4.2) 



Essa forca horizontal se originara do atrito entre os sapatos do caminhante e o chao da 
plataforma. 

Substituindo a (13.4.1) na (13.4.2), vem 



F = ~m 



V 



— + co 2 r + 2coVfl 



o que podemos reescrever 
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ma = -m 



v 



A ,_ 

r = F + F 



m 



(13.4.3) 



com 



F /n = mco 2 rf + 2mcovaf 



(13.4.4) 

Na (13.4.3), a'ea aceleragao associada em S f ao movimento circular uniforme do 
caminhante com velocidade vj. Logo, F in representa a forga de inercia. Pela (13.4.4), ela e a 
soma da forca centrifuga (13.3.4), que atuaria mesmo sobre a pessoa em repouso, com urn 
termo novo, que e a forga inercial devida ao movimento sobre a plataforma com velocidade 
v/ 9 e. 



Coriolis 



- 2mm 7 nV 



(13.4.5) 



(a) 



(b) 



\ (/ + Af) 



Esta nova forga inercial chama-se forga de Coriolis (foi obtida por Coriolis em 1835). 

Vemos pela (13.4.5) que a forga de Coriolis tern as seguintes caracteristicas: 

Ao contrario da forga centrifuga, que e proporcional a r, a forga de Coriolis e independente 
da posigao da particula. 

A forga de Coriolis e diretamente proporcional a velocidade da particula e a velocidade 
angular co do referencial girante. 

(c) A forga de Coriolis e perpendicular a diregao da velocidade e tende a desviar o movimento 
para a direita (cf. Fig. 13.11), em relagao ao sentido de to. 

Neste exemplo, supusemos que a pessoa caminha com velocidade puramente tangencial 
sobre a plataforma (movimento circular). Vejamos agora o que acontece se a velocidade em S' 
for puramente radial: v' = V r r, ou seja, se a pessoa caminha na plataforma ao longo de urn 
raio, com velocidade constante v^. 

Embora em S' o movimento seja puramente ra- 
dial, ele tera uma componente tangencial quando visto 
de S, devido ao arrastamento. Assim, alem da 

arplpraran rpntn'npta pvictirn P>m £ tamhom nmo 

— — ~ - «y» — ■ww..^. *|_r<wvu, u'vikjtJI VIII LU111UV/111 U I 1 1 U 

aceleragao tangencial a e associada a esse movimento. 
Ha duas contribuigoes para a e : 



(I) A medida que a pessoa caminha para a periferia, 
vai atingindo regioes em que a velocidade 
tangencial de arrastamento v e = cor vai aumen- 
tando. Num intervalo de tempo At, a distancia ao 
centro aumenta (Fig. 13.12 (a)) de Ar = r(t + At) - 
r(t), e \^aumenta em magnitude de 

Av 9 = co(r + Ar)-cor = coAr (13.4.6) 
o que da uma contribuigao (fazendo At -> 0) 




v-(0 



Figura 13.12 Movimento radial em 



Av 9 Ar dr 
- = (!) »to — = cov 



referencial girante, 



At dt dt 

para a aceleragao tangencial. 



(13.4.7) 



(II) Durante o intervalo At, a plataforma gira de urn angulo A0 = coAt mudando a diregao de v r . 
Conforme mostra a Fig. 13.12 (b), Av r = v r (t + At) - v r (t) e urn vetor com a diregao 0 e de 
magnitude Av r = v^AG, o que da uma contribuigao adicional 
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— - = v r — = tov r (13.4.8) 
At At 

igual a (13.4.7) para a aceleracao tangencial. Somando as duas contributes, obtemos a 
aceleracao tangencial 

a e = 2a)v r - 2cov; (13.4.9) 
pois a velocidade radial e a mesma em S e S'. 



O movimento radial uniforme em S' com velocidade v^transforma-se portanto, visto de 
S, num movimento acelerado, com aceleragao 



a = -(o 2 rr + 2tov'0 



(13.4.10) 



onde o 1.° termo e a aceleracao centripeta usual. Concluimos que, em S', atua a forca de 
inercia 

F:„ = -ma - mco rr-2mcov'0 



in 



(13.4.11) 



0 1° termo e novamente a forca centrifuga e o 2.° termo a forca de Coriolis, que neste 
caso e dada por 



F corioiis = -2mcov;0 



(13.4.12) 



Comparando esta expressao com a (13.4.5), vemos que a forca de Coriolis neste caso 
continua tendo exatamente as mesmas caracteristicas (a), (b) e (c) ja apontadas a pg. 297. 
Note-se, em particular, que ela tende a desviar o movimento na direcao - 0, ou seja, para a 
direita. Uma pessoa que procure caminhar radialmente sobre um carrossel sentira essa forca 
empurrando-a lateralmente, e tera de resistir a ela para manter-se em seu curso (utilizando 

novamente o atrito com o chao do carrossel). 

Tambem podemos visualizar o efeito da forca de 
Coriolis considerando o que acontece no exemplo da 
pg. 295, da particula de massa m presa ao centro da 
plataforma por um fio esticado, se o fio se romper 
num dado instante. 

Como a tensao do fio era a unica forca atuante 
em S, a particula, vista de S, se movera com movi- 
mento retilineo e uniforme de velocidade cor (Fig. 13.13 
(a)). A figura 13.13 (a) tambem mostra a posicao do 
eixo que passava pela posicao inicial da particula em 
seis instances consecutivos igualmente espacados; o 
eixo, visto de S, gira com velocidade angular to. Na 
figura 13.13 (b) acima, mostramos a trajetoria da 
particula vista em S', onde o eixo permanece fixo e as 
posicoes relativas da particula, com respeito a ele, fo- 
ram transportadas da figura 13.13 (a). Vemos que 
inicialmente (a particula parte do repouso em S') ela 
permanece proxima do eixo, mas, a medida que vai 
ganhando velocidade na direcao radial, sua trajetoria 
se desvia para a direita. A forca de inercia responsavel 
por essa deflexao para a direita em S' e a forca de 
Coriolis. 




Figura 13.13 Trajetoria vista dos 
referenciais 5e S'. 
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13.5 — Forcas de inercia num referendal girante 

Consideremos agora de forma geral o que 
acontece num referencial S' em rotacao uniforme com 
velocidade angular to com respeito a um referencial 
S, onde w (ou seja, o eixo de rotacao) aponta numa 
diregao arbitraria. Tomemos um sistema de coorde- 
nadas cartesianas com vetores unitarios i, j, k nas 
direcoes dos eixos {x, y, z) em S e outro sistema car- 
tesiano, de mesma origem O e vetores unitarios i', j', 
k', em S' (Fig. 13.14). Devido a rotagao, as direcoes 
desses vetores em S variam com o tempo. O triedro 
(i', j', k') gira como um corpo rigido com velocidade 
angular w visto de S, de modo que as velocidades das 
extremidades desses vetores em S sao dadas pela 
(11.2.8): 



dt 



= (OX 1 , 



or 

dt 




Figura 13.14 Referencial girante com eixo 
de rotacao arbitrario. 



dk' 

dt 



xk' 



(13.5.1) 



Sejam x(t), y(r) r z(f) as coordenadas cartesianas de uma partkula em movimento no 
referencial associado aSe x'tt), /it), x*{t) as suas coordenadas em S\ Temos entao, para o vetor 
de posicao r(f) da particula: 



r(t) = xi + yj + zk = x'V + yf + z'k' 



(13.5.2) 



v = 



Derivando em relacao ao tempo, para obter a velocidade v da particula em S, temos 



K dt Js 



dx . dy . dz, dx'., dy' dz\ , .di' ,d\ .dk' 

— 1 + — 1 + — k = 1 +- JL -i + — k +x — + y — + z 

dt dt J dt dt dt J dt dt J dt dt 



(13.5.3) 



dr 
dt 



=v' 



onde os ultimos tres termos representam o efeito da mudanca de direcao dos eixos em S' 
(dariam a velocidade, em S, de uma particula rigidamente ligada a origem em S', ou seja r com 
r' constante). Substituindo as (13.5.1) nas (13.5.3), obtemos 



fdr^ 






[dtj 


s 





+ wx(x'i' + y / j , + z / k / ) 



S' 



ou seja, 



f dr' 




( dr 




S 




V 




V' 



+ wxr 



(13.5.4) 



S' 



Interpretando v' como uma velocidade de translacao em S'ewxr como a velocidade de 
arrastamento devida a rotacao, a (13.5.4) corresponde a (11.2.10). 

Embora tenhamos obtido a (13.5.4) considerando o vetor de posicao r(f), o resultado se 
aplica a qualquer vetor u(f), relacionando suas taxas de variacao com o tempo vistas de S e S' 
(basta substituir r por u na dedugao acima). Temos portanto 
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(13.5.5) 



para qualquer vetor u. 

Em particular, podemos aplicar a (13.5.5) ao vetor v (velocidade da particula), obtendo 
assim a aceleracao a da particula em S: 



(13.5.6) 



dv ' 




dv 






= a = 




+ (OXV 


{dt) 


s 


[dtj 


S' 



Para calcular o 1.° termo, derivamos em relagao ao tempo, em S', os dois membros da 
(13.5.4): 



dv 
~dt 



f dv 1 




(dr 




+ (t)X 






S' 


[dt 


V 

-a' 




v' 


(aceleragao 




em S') 





(13.5.7) 



S' 



Substituindo a (13.5.7) na (13.5.6), obtemos 

a = a' + wxv' + wxv 
e, substituindo v no ultimo termo pela (13.5.4), 

a = a' + wxv' + wx(v' + wxr) 
Finalmente, como r = r' (cf. (1.3.5.2), 



a = a' + 2wxv' + (ji)x((oxr') 



(13.5.8) 



onde o ultimo termo representa um duplo produto vetorial (note que nao e associativo!). 

Como a 2? lei de Newton F = ma, em S, transforma-se em ma' = F + F in em S' (cf. (13.2.8)), 
obtemos, finalmente, 



F /n = -2mw x v' - mw x (to x r') 



(13.5.9) 



como expressao geral das forgas de inercia num referenda] S', em rotagao uniforme com 

velocidade angular to com respeito a um referencial 
inercial. 

0 ultimo termo da (13.5.9) e a expressao geral da 
forca centrifuga: 




to x r 



-to x (a> x r') 



O 



centr. 



--mwx(wxr') 



(13.5.10) 



Figura 13.15 Direcdes da forca centnfuga e 
da forca de Coriolis. 



Conforme ilustrado na figura 13.15, a forca 
centrifuga e sempre perpendicular ao eixo de rotacao 
(direcao de w) e dirigida radialmente para fora. Vemos 
assim que a (13.5.10) e, de fato equivalente a (13.3.4). 

0 primeiro termo da (13.5.9) da a expressao geral 
da forca de Coriolis: 



Fcorioiis=-2mwxv' 



(13.5.11) 



que e sempre perpendicular a direcao do eixo de rotacao e a velocidade da particula. E facil 
ver que as (13.4.4) e (13.4.11) sao casos particulares da (13.5.9) (verifique!). 
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13.6 — Efeitos inerdais da rotacao da Terra 

A Terra gira em torno do seu eixo com velocidade angular 



(0 = 



2k s" 1 «7,3x10~ 5 rad/s 



86.400 

Vamos discutir agora alguns efeitos das forcas de inertia observadas num referencial 
ligado a Terra. 



(a) O valor local de g 

A propria forma da Terra, protuberante no 
equador e achatada nos polos (pg. 202), pode ser 
considerada como efeito das forgas inerciais cen- 
tnfugas geradas pela sua rotacao. Devido a essa 
deformacao, pontos da superficie terrestre situados 
em latitudes diferentes estao a distancias diferentes 
do centra da Terra, o que leva a uma variagao local do 
valor da aceleracao da gravidade g com a latitude. 
Este efeito produz um aumento do valor de g com a 
latitude: pontos mais distantes do Equador estao mais 
proximos do centra da Terra. 

Alem deste efeito "estatico", e preciso levar em 
conta o efeito dinamico da forca centrifuga sobre um Rgura 13.16 Valor local de g. 
corpo em repouso em relacao a Terra, que se soma a atragao gravitational. 

Num ponto P de latitude X e colatitude 6 {X + 0 = tc/2; cf. pg. 13), a forca centrifuga e (Fig. 
13.16): 




F cent = moo p = morRcosX 



(13.6.1) 



dirigida perpendicularmente ao eixo da Terra. Decompondo-a em componentes nas direcoes 
r (= radial = vertical) e 0 (N S ao longo do meridiano), obtemos 



F cent,r = F cem COS A. = m® 2 R COS 2 X 



Fcent,Q = ^cent Sen ^ = mco " sen XCOSX 



(13.6.2) 
(13.6.3) 



Supondo inicialmente a Terra esferica, a forca verdadeira sobre uma massa m no ponto 
P seria 



F - -mgr 

com g constante. A forca efetiva no referencial do laboratorio sera entao 



(13.6.4) 



F' = F + F in =F + F cent 



(13.6.5) 

com as componentes 

F; = -mg + mo) 2 Pcos 2 X (13.6.6) 

F e ' - m(a 2 R sen XcosX (13.6.7) 

A direcao de F' e a de um fio de prumo, e vemos portanto que, exceto no Equador e nos 
polos, difere da vertical, devido ao desvio na direcao norte-sul introduzido pela componente 
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FJ. Entretanto, como |F cent | « IF], esse desvio e muito pequeno e podemos geralmente desprezar 
Fq. A (13.6.6) mostra entao que a aceleracao da gravidade efetiva na latitude X e 

gU) = g- to 2 flcos 2 X = g'(0) + co 2 fl sen 2 ^ (13.6.8) 
onde g / (0) = 9,78 m/s 2 e o valor no Equador. Temos: 

(0 2 fl~(7,3xl0- 5 ) 2 x6,4xl0 6 m/s 2 - 3,4x1c- 2 m/s 2 
o que corresponde a *= 0,3% de g: 

gU)« 9,8(1 + 0,0035 sen 2 *,) m/s 2 (13.6.9) 

E preciso ainda levar em conta o efeito do achatamento nos polos, que, como vimos, 
tambem aumenta com a latitude. Levando em conta os dois efeitos, acha-se (ao m'vel do mar) 

g{X) ~ 9,7805(1 + 0,00529 sen 2 X) m / s 2 (13.6.10) 
A forca centrifuga e responsavel por -2/3 do efeito. 



(b) Desvio para leste na queda Uvre 

Passemos a estudar o efeito das forcas de Coriolis sobre objetos em movimento junto a 
superficie da Terra, considerando inicialmente o movimento vertical de um corpo em queda 

livre, solto em repouso de uma altura h. A forca de 
Coriolis e dada pela (13.5.11): 




Coriolis 



Coriolis 



F Coriolis = ~ 2mw x v ' (13.6.11) 

A figura 13.17 mostra a direcao de - v' na queda 
livre vertical, no hemisferio norte e no hemisferio sul. 
Vemos que, em ambos os hemisferios, F Corio]is produz 
um desvio para leste, que, conforme vamos ver, e 
muito pequeno. A medida que o corpo se desvia, v' 
muda de direcao e aparecem novas correcoes de Co- 
riolis, mas sao ainda menores e vamos despreza-las, 
tomando (Fig. 13.17) 



Figura 13.1 7 Forcas de Coriolis devidos a 
rotacao da Terra. 



(O X V 



(13.6.12) 



= cov' sen 0 = (dv / cos>. 
onde Xea latitude e 

v' = gt (13.6.13) 
Tomemos um sistema de coordenadas com eixo O'x' na diregao da deflexao (O -> L) e 



eixo O'z' vertical (Fig. 13.18); temos entao 




m — - = F Coriolis = 2mcogtcosX 
dt ^ 



ou seja 



dt 2 



= 2®gcosXt 



(13.6.14) 



Figura 13.18 Desvio para leste na queda 
livre. 



como equacao de movimento na direcao (na direcao 
z', temos a queda livre). Como dx'/dt e = Q para t = 0, 
obtemos, integrando a (13.6.14), 
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dx[ 
dt 



= cog cos Xf 



e integrando novamente, com x* = 0 para t = 0, 



f 

x' = (dgcosX— 



(13.6.15) 



W IClllfJU UC LjUCUd UCl CUIU1 ClIIC UdUU fJUl 



h = -gt 2 
2 y 



t = 



de modo que, finalmente, o desvio total d para leste 
(Fig. 13.18) e 



d = -^ cog cos A, 



V9 J 



(13.6.16) 



Para h = 20m e X - 45°, isto da d « 1,4 mm, de 
modo que o desvio e pequeno. 

(c) Outros efeitos das forcas de Coriolis 




Figura 13.19 Forcas de Coriolis para 
movimento horizontal. 



Consideremos agora o efeito das forgas de Co- 
riolis sobre um corpo que se move no piano horizontal. A figura 13.19 mostra a diregao e 
sentido do vetor - to x v' da (13.6.11) para varias direcoes horizontals da velocidade v', no 
hemisferio norte e no hemisferio sul. Vemos que, em todos os casos, o desvio produzido pelas 
forgas de Coriolis em relagao ao sentido do movimento e para a direita no hemisferio norte e 
para a esquerda no hemisferio sul Algumas conseqiiencias deste efeito sao as seguintes: 



(i) 



A lei de Baer diz que um rio tende a erodir mais a sua margem direita, no hemisferio 
norte, e a esquerda no hemisferio sul (note que a margem direita e defmida em relagao 
ao sentido de percurso do rio). Desvios mais importantes sao produzidos sobre o Gulf 
Stream e outras correntes oceanicas. Nas estradas de ferro do hemisferio norte (sul), o 
trilho direito (esquerdo) se desgasta mais rapidamente que o outro. 



(ii) 



O ar tende a deslocar-se de regioes de alta pres- 
sao para regioes de baixa pressao. Quando se 
forma uma zona de baixa pressao no hemisferio 
norte, o ar circunjacente tende a des-locar-se 
radialmente para ela, mas as forcjas de Coriolis 
produzem desvios para a direita (Fig. 13.20 (a)), 
forgando o ar a entrar em rotacio, que e no 
sentido anti-horario (Fig. 13.20 (b)). De fato, os 
ciclones tendem a girar no sentido anti- horario 
no hemisferio norte e no sentido horario no 
hemisferio sul. 

(iii) Um projetil tambem se desvia de sua trajetoria 
devido as forgas de Coriolis, o que e especial- 



J 



Baixa 



preisao"/ 

N - j - - " 



— i — ■ 



( Baixa \ 
\ pressao > 



Figura 1 3.20 Origem dos ciclones. 
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mente importante para trajetorias de longo alcance, como as de misseis balisticos 
intercontinentais. Durante a I Guerra Mundial, numa batalha naval perto das Unas Falkland 
(50° de latitude sul), os tiros dos artilheiros britanicos passavam sempre cerca de cem 
metros a esquerda dos navios alemaes, embora a pontaria fosse feita cuidadosamente. A 
razao era que os dispositivos de mira haviam sido ajustados pelos fabricantes para corrigir 
o desvio de Coriolis na latitude aproximada da Inglaterra (cerca de 50° de latitude norte), 
e a troca de sinal devido a mudanca de hemisferio duplicava o desvio, em lugar de corrigi- 
lo! 



(d) O pendulo de Foucault 




Figura 1 3.21 Trajetoria da extremidade do 
pendulo de Foucault. 



Em 1851, o fisico frances Jean Leon Foucault 
suspendeu uma esfera de 30 kg do alto da cupula dos 
Invalides em Paris, por um fio de 67 m de 
comprimento, colocando-a em oscilagao como um 
pendulo. Durante o movimento, ia se escoando areia 
da esfera a fim de marcar no chao a sua trajetoria. O 
resultado foi semelhante ao ilustrado na Fig. 13.21: a 
cada oscilagao, o piano de oscilacao do pendulo se 
desviava de um angulo A<p, definindo uma velocidade 
angular A<p/At (At = periodo de oscilacio) cujo valor 
era de - 11°15' por hora, ate completar uma volta (Aq> 
esta muito exagerado na figura). 0 tempo para uma 
rotacao completa do piano de oscilagao, numa lati- 
tude X e, considerando que co senA, e a componente de 
to na direcao da vertical local, 



T(W = 



271 



24 h 



(13.6.17) 



co sen X sen X 

onde co e a velocidade angular de rotacao da Terra. Em Sao Paulo, onde X « 23°33', senA, = 0,4 
e o periodo Tpara uma rotacao completa seria de * 60 horas. O sentido de rotacao no hemisferio 
sul e oposto ao do hemisferio norte. 

As forcas verdadeiras que agem sobre o pendulo, que sao a forca gravitacional e a tensao 
do fio, estao ambas contidas no piano vertical, em que ele e colocado em oscilacao inicialmente. 
Num referencial inercial, esse piano permaneceria invariavel. Assim, a rotacao do piano do 

pendulo no laboratorio refletiria simplesmente a 
rotacao da Terra debaixo dele. 

No polo norte (Fig. 13.22), a (13.6.17) da um 
periodo de rotacao de 24 hs, igual ao da Terra, e 
co senA na (13.6.17) e a componente de w na direcao 
da vertical local, a latitude X (Fig. 13.16). 

Entretanto, o pendulo nao esta preso a um ponto 

fixo num referencial inercial, e sim a um ponto fixo 

na Terra, que gira junto com ela. A explicagao correta 

do que ocorre com o pendulo de Foucault e que o 

desvio a cada oscilagao e durante a propria oscilagao 

(Fig. 13.22) se deve as forcas de Coriolis. Como e 

. , . caracteristico de seu efeito no movimento horizon- 

Figura 13.22 Pendulo de Foucault no polo . , , n , n „ 

Y tal, elas produzem uma deflexao da trajetoria para a 
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direita no hemisferio norte e para a esquerda no hemisferio sul, levando a sentidos de rotacao 
do piano de oscilagao do pendulo opostos nos dois hemisferios. O objetivo da experiencia de 
Foucault foi demonstrar a rotacao da Terra num recinto fechado (sem necessidade de qualquer 
observacao visual do ceu) atraves de uma experiencia de mecanica, o que fez tambem com o 
auxilio de um giroscopio (cf. pg. 276). 



13,7 — O que e a gravidade? 

Newton teve o cuidado de afirmar, em diversas ocasioes, que suas leis apenas descreviam 
os efeitos da gravidade, mas nao explicavam o que ela e, nem qual a sua causa. 

Assim, no final dos "Principia", ele diz: "...Ate aqui nao fui capaz de descobrir a causa 
destas propriedades da gravidade a partir dos fenomenos, e nao formulo hipoteses; pois tudo 
que nao for deduzido dos fenomenos deve ser chamado de hipotese... E para nos e suficiente 
que a gravidade realmente existe e atua de acordo com as leis que explicamos, e serve 
abundantemente para dar conta de todos os movimentos dos corpos celestes , e dos nossos 
oceanos". 

Numa carta a Bentley, Newton escreveu: "Que a gravidade seja inata, inerente e essencial 
a materia, de modo que um corpo possa atuar sobre outro a distancia atraves do vacuo, sem 
mediacao de algum agente, por intermedio do qual sua agio e forga possam ser transmitidos 
de um ao outro, parece-me um absurdo tao grande, que acredito que nenhum homem que 
tenha uma faculdade competente de pensamento em assuntos filosoficos jamais possa cair 
nele". 

0 avanco mais notavel na compreensao da natureza da gravidade depois de Newton 
deu-se com a formulacao por Einstein da teoria da relatividade geral. Uma das principals 
pistas em que Einstein se baseou foi um fato que ja havia chamado a atengao de Newton, mas 
jamais fora explicado anteriormente: a igualdade da massa inercial e da massa gravitacional. 



(a) Massa inercial e massa gravitacional 

A massa inercial m, de um corpo foi introduzida (pg.70) pela 2? lei de Newton, em termos 
da aceleragao a com que responde a qualquer for^a F a ele aplicada: 

F = m,-a (13.7.1) 

r 

E uma medida do "coeficiente de inertia" do corpo, ou seja, de sua resistencia a ser acelerado. 

A forca F que atua sobre o corpo pode ser de qualquer natureza. Por exemplo, corpos 
carregados, em repouso, interagem mediante forcas eletrostaticas, descritas pela lei de Cou- 
lomb (5.1.3): a forca eletrostatica de interacao e proportional a carga eletrica q de cada corpo 
e inversamente proportional ao quadrado da distancia entre os dois corpos. 

A interacao gravitacional e outro tipo especial de forga entre dois corpos, analoga a 
eletrostatica, mas com a peculiaridade de que a "carga gravitacional" corresponde a massa . 
Como se trata de um conceito logicamente de natureza independente, vamos chama-lo de 
"massa gravitacional". 

Numa analise mais cuidadosa, devemos distinguir entre a massa gravitacional ativa m$ 
de um corpo 1 que produz a forca gravitacional e a massa gravitacional passiva m$ de um 
corpo 2 sobre o qual atua essa forca F 2 (i), reescrevendo a (5.1.1) como 

F 2( i)--G 9 \ a r 12 (13.7.2) 
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Analogamente a forca gravitacional sobre 1, devida a 2, deve ser escrita 



Fi(2) = -G 9 \ r 2i (13.7.3) 



r 21 



onde r 21 = - r 12 . Mas sabemos que, pela 3? lei de Newton, e F 1(2 ) = - F 2(1) . Logo 

,(a) m (a) 



y 1 y<- y y<- 



rn'i m n p 
— 21 = — 2l (13.7.4) 

m gl m g2 



mostrando que a razao da massa gravitacional ativa a massa gravitacional passiva e a mesma 
para quaisquer corpos. Logo, e uma constante universal, que podemos tomar = 1 sem restricao 
de generalidade. Obtemos assim uma unica quantidade m gr que e a massa gravitacional 

Apliquemos agora as (13.7.1) e (13.7.3) ao movimento de um corpo em queda livre na 
vizinhanca da superficie da Terra. Obtemos 

GM aT 

F «2) = dr™^ = ™ iia (13.7.5) 

onde M gT e R T sao a massa gravitacional e o raio da Terra, z a direcao da vertical (= r 21 ) e m gl 
e m n a massa gravitacional e a massa inercial, respectivamente, do corpo 1, em queda livre. A 
aceleracao de queda e portanto 



GM gT f 
a = -f- 



(13.7.6) 



Mas e um fato experimental, que ja era conhecido de Galileu (Sec. 2.6), que a aceleracao 
g da gravidade, ou seja, a aceleragao na queda livre, e a mesma para todos os corpos. 
Concluimos portanto da (13.7.6) que a razao da massa gravitacional a massa inercial de um 
corpo e uma constante universal, que podemos tomar = 1 sem restricao de generalidade. A 
(13.7.6) fica entao, tomando m g ^/m n = 1, 

a ^ ^1 z = -gz = g (13.7.7) 



R 



Por conseguinte, 



=9 

pela (10.6.6) 



m g = m, (13.7.8) 



ou seja, a massa gravitacional e igual a massa inercial. Este resultado parece ser uma 
coincidencia miraculosa, pois a definicao de uma nada tern a ver com a definigao da outra. E 
como se descobrissemos que a carga eletrica de uma particula e sempre proporcional a sua 
massa inercial! 

Newton reconheceu o carater extraordinario dessa igualdade e procurou verifica-la 
experimentalmente, com muito cuidado. Para isso, em lugar da queda livre, comparou as 
aceleracoes de queda de pendulos de mesma massa gravitacional (mesmo peso) constituidos 
de materiais muito diferentes (madeira, ouro, prata, chumbo etc.), medindo seus penodos de 
oscilacao, que tambem dependem de m g /my. O resultado mostrou que m g /m, = 1 com precisao 
de ~10~ 3 , levando-o a enunciar como um Teorema nos "Principia" que " . . .os pesos dos corpos,. . . 
a igual distancia do centra de um planeta, sao proporcionais a quantidade de materia que eles 
contem", o que corresponde a (13.7.8). 
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Numa serie de experiencias realizadas entre 1889 e 1922, Eotvos mostrou que m,-/m g = 1 
com margem de erro < 10~ 8 Ele utilizou o fato de que a forca gravitacional e proporcional a 
m ff , ao passo que a forca centrifuga (13.6.1) devida a rotacao da Terra e proporcional a m,-. 
Suspendeu numa balanga de torgao (pg. 204) um haltere formado por duas esferas de mesma 
massa gravitacional m g , mas de materiais muito diferentes, como madeira e platina. A ex- 
trema sensibilidade da balanc, a teria levado a uma torgao mensuravel, devido ao efeito desigual 
da forga centrifuga, caso as massas inerciais diferissem entre si por mais de uma parte em 
10 8 . A margem de erro foi reduzida para < 10" 11 nas experiencias de Roll Krotkov e Dicke em 
1964, e para < 10~ 12 por Braginsky e Panov em 1971, de modo que a igualdade da massa 
inercial e da massa gravitacional e um dos resultados melhor estabelecidos da fisica. 



(b) O Prinripio de Equi Valencia 

Em 1908, quando procurava aplicar os princi'pios de sua recem-formulada teoria da 
relatividade a gravitagao, Einstein percebeu que a mecanica newtoniana nao oferecia nenhuma 
explicagao da igualdade entre massa inercial e massa gravitacional. Conforme ele relata, "Esta 
lei... da igualdade da massa inercial e da massa gravitacional foi entao percebida por mim 
com todo o seu significado. Fiquei abismado com sua existencia e conjeturei que ela deveria 
conter a chave para uma compreensao mais profunda da inercia e da gravitagao". 

A propriedade peculiar inexplicada das forces gravitacionais que resulta da (13.7.8) e o 
fato de elas serem proporcionais a massa inercial dos corpos sobre as quais atuam. Que outro 
tipo de forcas conhecemos que tenham essa propriedade? Conforme vimos a pg. 295, essa e 
uma propriedade caracten'stica das forcas de inercia. Seria entao possivel explicar a forca 
gravitacional como sendo uma forga de inercia? Nesta ideia esta o germe da teoria da 
relatividade geral. 

Vimos tambem que as forcas de inercia podem ser explicadas pela aceleragao do 
referencial em que aparecem, com respeito a um referencial inercial. Em particular, um campo 
gravitacional uniforme g, num referencial inercial, desaparece num referencial uniformemente 
acelerado, em queda livre nesse campo gravitacional, ou seja, com aceleracao g relativa ao 

rofomnrial i n orr-i a 1 mmr\ \ ; i m c nn ovomnlr\ ri r\ olm/aHr\r> orn mhoHq li\/r«o (r-F M Q 9 1 Thccci 

exemplo foi utilizado por Einstein (e conhecido como o exemplo do "elevador de Einstein"). A 
discussao da Seg. 13.2 mostrou que, num referencial em queda livre num campo gravitacional 
uniforme, as leis da mecanica sao as mesmas que num referencial inercial na ausencia do campo 
gravitacional 

Numa regiao suficientemente pequena do espago, qualquer campo gravitacional pode 
ser aproximado por um campo uniforme. Note que isso deixa de valer em regioes maiores: 
por exemplo, o campo gravitacional pode ser tratado como uniforme na vizinhanga da 
superficie da Terra, mas varia tanto em diregao como em intensidade quando as dimensoes 
da regiao considerada se tornam comparaveis ao raio da Terra. 

Einstein generalizou o resultado acima das leis da mecanica para todas as leis fisicas, 
formulando o Principio de Equivalencia: Num pequeno laboratorio, em queda livre num campo 
gravitacional as leis fisicas sao as mesmas que num referencial inercial na ausencia do campo 
gravitacional ("pequeno" significa que o campo gravitacional pode ser tornado como uniforme 
na regiao considerada). Logo, o efeito do campo gravitacional e inteiramente equivalente ao 
de uma aceleragao local: a gravidade aparece entao realmente como uma forca de inercia. 

Para ilustrar as implicacoes do Principio de Equivalencia, consideremos um laboratorio 
em queda livre num campo gravitacional uniforme g, e suponhamos que uma fonte de luz F 
emite um raio luminoso numa direcao perpendicular a do campo. Para um observador dentro 
do laboratorio (referencial (S')), pelo Principio de Equivalencia, a luz caminha em linha reta, 
atingindo um ponto P da parede oposta (Fig. 13.23 (a)). Entretanto, para um observador no 
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referencial S externo (onde os efeitos do campo 
gravitational sao observados), tanto o laboratorio 
como o raio luminoso se deslocam com a aceleracao 
g, ou seja, o raio luminoso descreve uma parabola 
(Fig. 13.23 (b)). Logo, deve haver uma deflexao dos 
raios luminosos num campo gravitational 

No campo gravitacional da Terra, esse efeito e 
demasiado neaueno Dara ser detetado: oara um tra- 
jeto horizontal de 1 km, o desvio e da ordem de 1 A. 
Num campo gravitacional bem mais intenso, como o 
do Sol e para trajetos extensos dos raios luminosos, 
Figura 1 3.23 Deflexao gravitacional da luz. o efeito se torna observavel, causando um desvio da 

posi^ao aparente de uma estrela (em relacao as outras 
estrelas) quando a luz dela proveniente passa perto do Sol. A observacao so pode ser feita 
durante um eclipse total do Sol. 

As primeiras observacoes foram feitas durante o eclipse total de 29 de maio de 1919, por 
duas expedicoes organizadas por Eddington (uma das quais a Sobral, no Brasil) . Os resultados 
estavam em bom acordo com a predigao de Einstein, de um desvio de 1,75°. Eles foram 
anunciados em Londres numa sessao conjunta da Royal Society e da Royal Astronomical 
Society, onde J. J. Thomson referiu-se a relatividade geral como "a maior descoberta sobre a 
gravitacao desde que Newton enunciou os seus principios". 

(c) O Prindpio de Mach 

A distingao entre forcas de inertia e forcas verdadeiras atribui um papel privilegiado aos 
referenciais inerciais. Qual e a razao disto? 

Um referencial inercial, onde so atuam forgas verdadeiras, distingue-se de um referencial 
nao-inercial pelo fato de nao ser acelerado. Podemos perguntar, porem: com respeito a que? 

Para Newton, a resposta seria: com respeito ao "espaco absoluto". Logo no initio dos 
"Principia", ele introduziu esta ideia, dizendo: ""0 espago absoluto, por sua propria natureza, 
sem relagao com qualquer objeto externo, permanece sempre identico e imovel". Os movi- 
mentos "absolutos" se distinguiriam dos relativos pelos efeitos das forgas de inertia. Para 
ilustrar esta ideia, Newton deu o seguinte exemplo de uma experiencia, que ele proprio havia 
feito. 

Um balde com agua e suspenso de uma corda bem torcida e solto, de modo a permanecer 
em rotagao durante muito tempo. Inicialmente, a superfine da agua permanece plana e hori- 
zontal (Fig. 13.24 (a)), com a massa lfquida praticamente imovel, mas depois de algum tempo, 
quando a agua entra em rotagao junto com o balde, a sua superficie torna-se concava, assu- 
mindo uma forma parabolica (Fig. 13.24 (b)}. O estagio initial existe devido a forces de atrito 

(viscosidade): leva algum tempo para que o movi- 
mento de rotacao do balde seja comunicado a agua. 

Segundo Newton, as forcas centrifugas, respon- 
saveis pela forma concava assumida pela superficie 
da agua no caso da Fig. 13.24 (b), demonstram que 
nesse caso seu movimento de rotacao e "absoluto". 
No caso da Fig. 13.24 (a) a agua tern um movimento 
de rotacao relativo ao balde, mas sua superficie per- 
manece horizontal Teriamos assim um criterio obje- 
tivo para determinar a rotagao "absoluta". A forma 
Figura 1 3.24- Balde girante. da Terra, com sua protuberancia equatorial e achata- 
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mento nos polos sob o efeito da forga centrifuga, constituiria evidencia de sua rotagao 
"absoluta"; o mesmo se poderia dizer da experiencia do pendulo de Foucault. 

A ideia de Newton do espago absoluto foi criticada por Leibniz e Berkeley, e, dois seculos 
mais tarde, pelo fisico austriaco Ernst Mach, que escreveu: "Para mim, so existem movimentos 
relativos... nao vejo, neste ponto, nenhuma diferenga entre rotagao e translagao. Obviamente 
nao importa se pensamos na Terra como em rotagao em torno do seu eixo, ou se em repouso 
enquanto as estrelas fixas giram em torno dela... A lei da inercia deve ser concebida de tal 
forma que a segunda suposigao leve exatamente aos mesmos resultados que a primeira. Torna- 
se entao evidente que, na sua formulagao, e preciso levar em conta as massas existentes no 
uni verso". 

Segundo Mach, portanto, a lei da inercia nao diz respeito a ausencia de aceleracao com 
respeito ao "espago absoluto", mas sim com respeito ao CM de todas as massas do universo. 
Deste ponto de vista, nao e por coincidencia que se verifica ser uma boa aproximagao de 
referencial inercial um referencial ligado as estrelas fixas. A melhor aproximagao de um 
referencial inercial seria um referencial em repouso em relacao ao movimento medio da materia 
do universo. Em resposta ao exemplo de Newton do balde em rotagao, Mach argumentou 
que o movimento de rotacao relativo ao balde nao gera forgas centrifugas simplesmente porque 
a massa do balde e muito pequena. Para que o efeito centrifugo sobre a agua fosse comparavel 
ao de todas as demais massas (embora muito distantes) do universo, seria preciso que as 
paredes do balde tivessem uma espessura gigantesca. 

O Principio de Mach corresponde a essa ideia de que a inercia mede uma resistencia a 
aceleragao com respeito as massas de todos os corpos do universo, sendo portanto afetada 
por essas massas. 

Einstein mostrou que essa ideia encontra confirmagao pelo menos qualitativa na teoria 
da relatividade geral Assim resulta da teoria que a inercia de um corpo aumenta quando 
outras massas sao colocadas na sua vizinhanga: se essas massas sao aceleradas, induzem no 
corpo uma forga na direcao da aceleragao. Um corpo oco em rotacao gera em seu interior um 
campo de forgas centrifugas e de Coriolis, que atuam sobre massas colocadas dentro dele 
(como o "balde girante" sugerido por Mach). Todos esses efeitos sao demasiado pequenos 
para serem detetaveis na escala de laboratorio. 

Por outro lado, a realizacao completa da ideia de Mach depende da distribuicao da materia 
no universo, ou seja, de um modelo cosmologico. Neste sentido, as incertezas existentes nao 
permitem uma verificagao conclusiva; o problema continua aberto. 

PROBLEAAAS DO CAPTTULO 13 

1. Resolva o problema do cacador e do macaco (Cap. 3, Probl. 1) no referencial do macaco. 
A trajetoria da bala e parabolica no referencial do cagador. Que forma assume no 
referencial do macaco? Que tipo de movimento a bala descreve neste referencial? Quanto 
tempo leva para atingir o macaco? 



2. Um bloco de massa m = 1 kg, capaz de deslizar 
com atrito desprezivel sobre um carrinho, esta 
preso a uma mola de constante k = 25 N/m, 
inicialmente relaxada (Fig.). O carrinho e acele- 
rado, a partir do repouso, com aceleragao cons- 
tante A, sendo |A| = 2,5 m/s 2 . Mostre que o bloco 
adquire um movimento harmonico simples e 
calcule: (a) a amplitude do movimento; (b) o periodo; (c) a compressao maxima da mola. 
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Capi'tulo 13 - FORCAS DE INERCIA 



3. Viajando na traseira de urn caminhao aberto, que esta acelerando uniformemente com 
aceleracao de 3 m/s 2 , numa estrada horizontal, um estudante preguicoso resolve aplicar 
seus conhecimentos de fisica, lancando uma bola para o ar de tal forma que possa voltar 
a apanha-la, sem sair de seu lugar sobre o caminhao. Em que angulo com vertical a bola 
deve ser lancada? 

4. Um homem de 100 kg, preocupado com seu peso, resolve pesar-se sobre uma balanca de 

niuiaa L-uiiiidvci, i c^cm-ciuquii lua, ciiqudinu caid suuinuu uc cicvduur pai a u seu 

apartamento do 14.° andar. O homem constata, com satisfagao, que a balanca registra 85 
kg. Qual e a aceleracao do elevador? 

5. Um caminhao transporta um caixote de 200 kg a 90 km/h numa estrada horizontal. 
Avistando um obstaculo, o motorista freia, com desaceleracao uniforme de 2,5 m/s 2 , ate 
parar. O caixote, em conseqiiencia da freiada, desliza pela traseira do caminhao com 
coeficiente de atrito 0,25. (a) Qual e a velocidade do caixote no instante em que o caminhao 
para? (b) A que distancia de sua posicao inicial na traseira do caminhao o caixote se 
encontra, quando para de deslizar? 



6. Um bloco de massa m encontra-se em repouso 
sobre uma cunha de angulo de inclinacao 0. A 
cunha, inicialmente em repouso sobre uma mesa 
horizontal, e colocada em movimento com acele- 
ragao de magnitude A, que se faz crescer gradu- 
almente (Fig.). Se ji e e o coeficiente de atrito es- 
tatico entre o bloco e a cunha, para que valor de 
A o bloco comecara a deslizar para cima sobre a 













\. 
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/////////////////////////////////// 



cunha? 

7. Considere um balde cilindrico com agua, em rotacao com velocidade angular co em torno 
de um eixo vertical, apos atingida a situagao de equilibria, em que a agua esta girando 
juntamente com o balde [Sec. 13.7 (c)]. Para obter a forma da superficie de equilibrio da 
agua, utilize o fato de que um fluido em equilibrio nao pode suportar forcas tangenciais 
a sua superficie, de modo que, no referencial do balde, as forgas atuantes na superficie 
tern de ser normais a ela. Prove que a superficie e um paraboloide de revolucao, achando 
sua equacao num sistema de coordenadas com origem no ponto em que a superficie 
corta o eixo de rotagao Oz. 

8. Em que latitude X o angulo de desvio entre a direcao de um fio de prumo e a direcao 
radial verdadeira (que aponta para o centro da Terra) e maximo? Quanto vale o angulo 
de desvio maximo? 

9. Para uma massa de ar em rotacao em torno de um centro a latitude X, com velocidade 
horizontal V, mostre que a componente horizontal da fore, a de Coriolis atua como forca 
centripeta [Sec 13. 6 (c)]. Tomando X = 45°, (a) Calcule a magnitude da forca de Coriolis 
que atua sobre 1 m 3 de ar com v 7 = 45 km/h, na direcao horizontal. A densidade do ar e de 
1,29 kg/m 3 . (b) Estime o raio de curvatura do movimento circular associado. 
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10. Aplicando o raciocinio da Sec 13.7 (b), estime o angulo de deflexao gravitacional 0 de urn 
raio luminoso que, propagando-se no vacuo, tangencia urn corpo esfericamente simetrico 
de raio R e massa M, percorrendo depois urn trajeto de comprimento J « R (de tal forma 
que se possa desprezar a variacao da aceleracao da gravidade ao longo do percurso I 
para o qual a deflexao e calculada) . Estime o valor de 0 para o Sol {R = 6,95 x 10 8 m, M - 
1,99 x 10 30 kg) e para J = 10 4 km. 



11. Demonstra-se em eletromagnetismo que uma carga q x acelerada com aceleracao a, pro- 
duz, sobre uma carga q 2 em repouso, situada a distancia r de q t , uma forca eletrica de 
magnitude 

c 2 r 

onde a = |a|, c e a velocidade da luz e k e a constante da lei de Coulomb. 

Admita, por analogia, que uma massa M acelerada com aceleracao a produz, sobre uma 

massa m em repouso, situada a distancia r de M, uma forca gravitacional de magnitude 

„ Mm a 

Se todas as demais massas do Universo tern aceleracao a em relacao a m, e se, para 
simplificar a estimativa, somarmos as magnitudes das forcas (em lugar da soma vetorial), 
a magnitude da forca resultante sobre m sera yma, onde 



-X 



CM, 

c 2 n 



a soma sendo estendida a todas as demais massas no Universo. Segundo o Principio de 
Mach [Sec. 13.7 (c)] , deveriamos ter y ~ 1. 

Para estimar y, suponha a massa M v do Universo distribuida uniformemente dentro de 
uma esfera de raio igual ao raio R u do Universo, com m no centro. Mostre que 



= 3 GM L , 
y ~2c 2 R lJ 

e estime o valor numerico de y, tomando para M v o valor estimado no Cap.l, Probl. 8, 
com Ru ~ 2 x 10 10 anos-luz. 



312 



ihlwgrafia 



Foi relacionada abaixo a bibliografia utilizada na preparacao deste livro, incluindo obras 
cuja consulta possa ser util aos alunos, seja para complementar topicos aqui tratados, seja 
para resolucao de exerricios. Foram listados inicialmente livros-texto disponiveis em lingua 
portuguesa. Obras cuja leitura e especialmente recomendada foram assinaladas com urn 
asterisco. 

Livros texto em portugues 

Alonso, M. S. e Finn, E. S., Fisica, vol. I, Ed. Edgard Bliicher, Sao Paulo (1972). 
Bruhat, G., Mecanica, Difusao Europeia do Livro, Sao Paulo (1963). 

Goldemberg, J., Fisica Geral e Experimental vol. I, 3? ed., Cia Editora National, Sao Paulo 
(1977). 

Holton, G., Rutherford, F. J. e Watson, F. G. , Projeto Fisica, Unidades 1, 2, 3, Fundacao Calouste 
Gulbenkian, Lisboa (1978-1980). 

xvii.v,n, vj., i^myiiL, w. jl^. c nuuci man, ivi. rv., ivicLaniLct iv^ursu ue risicd ue oerKeiey, vol i), ta, 
Edgard Bliicher, Sao Paulo (1970). 

Lucie, P., Fisica Basica, vol. I, Ed. Campus, Rio de Janeiro (1977). 

PSSC, Fisica, 6. a ed., 4 vols., Edart, Sao Paulo (1970). 

Resnick, R. e Halliday, D., Fisica, vol. I, Livros Tecnicos e Cientificos, Rio de Janeiro, 3? ed. 
(1.979). 

Sears, F. W. e Zemansky, M. W., Fisica, vol I, Livros Tecnicos e Cientificos, Rio de Janeiro 
(1973). 

Tipler, P. A., Fisica, vol. I, Guanabara Dois, Rio de Janeiro (1978). 
Livros-texto e livros auxiliares em outras hnguas 

Bonner, F. T. e Phillips, M., Principles of Physical Science, Addison - Wesley, Reading, Mass. 
(1957). 

*Cooper, L. N., An Introduction to the Meaning and Structure of Physics, Harper & Row, N. 
York (1968). 

*Feynman, R. P., The Character of Physical Law, M. I. T. Press (1967). 

*Feynman, R. P., Leighton, R. B. e Sands, M., The Feynman Lectures on Physics, vol. I, Addison- 
Wesley, Reading, Mass. (1963). 



B1BLI0GRAFIA 313 



Ford, K. W., Classical and Modern Physics, vol I, Xerox College Publishing Co., Lexington, 
Mass. (1972). 

Frank, N. H., Introduction to Mechanics and Heat, Mc Graw - Hill, N. York (1939). 

Frauenfelder, P. e Huber, P., Introduction to Physics, vol. I, Pergamon Press, Oxford (1966). 

*French, A. P., Newtonian Machanics, W. W. Norton, N. York (1971). 

Furry, W. H., Purcell, E. M. e Street, J. C, Physics, Blakiston, N. York (1952). 

Holcomb, D. F. e Morrison, P., My Fathers Watch, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N. J. (1974). 

Holton, G. e Roller, D. H. D., Foundations of Modern Physical Science, Addison-Wesley, 
Reading, Mass. (1958). 

Ingard, U. e Kraushaar, W. L„ Introduction to Mechanics, Matter and Waves, Addison-Wesley, 

Reading, Mass. (1960). 
Landau, L. e Kitagoroidsky, A., Fisica para Todos, Ed. Mir, Moscou (1963). 
Marion, J. B., Physics and the Physical Universe, Wiley, N. York, 2nd ed. (1975). 
Melissinos, A. C. e Lobkowitz, F., Physics for Scientists and Engineers, vol. I., W. B. Saunders, 

Philadelphia (1975). 

Rogers, S M., Physics for the Inquiring Mind, Princeton University Press (1960). 
Taylor, E. F., Introductory Mechanics, Wiley, N. York (1963). 
Walker, J., The Flying Circus of Physics, Wiley, N. York (1975). 

Livros mais avancados 

Goldstein, H., Classical Mechanics, Addison-Wesley, Reading, Mass. (1951). 
Marion, J. B., Classical Dynamics of Particles and Systems, 2nd ed., Academic Press, N. York 
(1970). 

Skinner, R., Mechanics, Blaisdell, Waltham, Mass. (1969). 

i-< P 1 1 a \ A I .* A i„T>— M (A C\CA ~\ 

^ommeneiu, lvwLiiaiuLb, /\caueiinc ncss, in. iuirv \io\rrj. 
Symon, K. R., Mechanics, 3rd ed., Addison-Wesley, N. York (1971). 

Classicos e livros sobre Historia da Fisica 

Bernal, J., Science in History, 4 vols., Penguin Books, Middlesex (1969). 
Dugas, R., Histoire de la Mecanique, Le Griffon, Neuchatel (1950). 

Copernico, N., On the Revolutions of the Celestial Spheres, Encyclopaedia Britannica, Great 

Books, vol. 16, Chicago (1952). 
* Einstein, A. e Infeld, L., A Evolugao da Fisica, Cia. Editora Nacional, S. Paulo (1971). 
Einstein, A., Ideas and Opinions, Crown Publishers, Inc., N. York (1954). 
Galilei, Galileu, Dialogue Concerning the Two Chief World Systems, University of California, 

Berkeley, Calif. (1.953). 
Galilei, Galileu, Discoveries and Opinions of Galileo, Doubleday Anchor, N. York (1957). 
Galilei, Galileu, Two New Sciences, Dover, N. York (1952). 

Harvard Project Physics Reader, Units 1 to 3, Holt, Rinehart and Winston, N. York (1968). 
Hoyle, F., Astronomy, Rathbone Books Ltd., London (1962). 

Jeans, J., The Growth of Physical Science, 2nd ed., Cambridge University Press (1951). 



314 



BIBUOGRAFIA 



Kepler, J„ The Harmonies of the World, Encyclopaedia Britannica, Great Books, Vol. 16, Chi- 
cago (1952). 

Koestler, A., The Watershed, Doubleday Anchor, N. York (I960). 

Kuhn, T. S., The Copernican Revolution, Harvard University Press (1966). 

Mach, E., The Science of Mechanics, Open Court Publishing Co., La Salle, Illinois (1960). 

Magie, W. ¥., A Source Book in Physics, Mc Graw - Hill, N. York (1935). 

Newman, J. R., The World of Mathematics, vols. 1 e 2, Simon & Schuster, N. York (1956). 

Newton, I., Principia, University of California Press, Berkeley, Calif. (1960). 

Ptolomeu, C, The Almagest, Encyclopaedia Britannica, Great Books, Vol. 16, Chicago (1952), 

Galilei, Galileu, Duas Novas Ciencias, Ed. Nova Stella, Sao Paulo (1984). 

Galilei, Galileu, A Mensagem das Estrelas, Museu de Astronomia, Rio de Janeiro (1987). 

Nussenzveig, M., Lobo Carneiro, L. e Pinguelli Rosa, L., 300Anos dos "Principia de Newton, 
COPPE, Rio de Janeiro (1988). 

Colecoes de Problemas 

Bukhovtsev, B. B., Krivtchenkov, V. D., Miakishev, G. Ya. e Saraeva, I. M, Problemas 
Selecionados de Fisica Elementar, Ed. Mir, Moscou (1985). 

Fogiel, M., ed., The Physics Problems Solver, Research and Education Assoc., New York (1985). 
Irodov, I. E„ Problemas de Fisica General, Ed. Mir, Moscou (1985). 

Leighton, R. B. e Vogt, R. E., Exercises in Introductory Physics, Addison -Wesley, Reading, 
Mass. (1969). 

Mac Donald, Simon G., Problemas de Fisica Geral, Ao Livro Tecnico S. A., Rio de Janeiro 
(1971). 

Veja Tambem: 

Eisberg, R. M. e Lerner, L. S., Fisica, vols. 1 e 2, Mc Graw - Hill, Sao Paulo (1982). 



315 



Resfostas das pwhlemas pwpostos 



CAP1TULO 1 

1. Da ordem de 10 5 . 

2. A variacao e muito grande. Valores tipicos sao da ordem de 10 4 a 10 5 . 

3. Volume - 10 4 m 3 ; altura da pilha ~ 10 3 km 

4. Da ordem de 10 14 . 

5. (a) e (b) ambos da ordem de 10 17 . 

6. Da ordem de 30 min. 

7. Ate a Terra: 8 min 18s; ate Plutao: 328 min. 

8. (a) Da ordem de 10 52 kg ; (b) Da ordem de 10 79 nucleons (c) Densidade do nucleo ~10 45 x 
densidade media do Universo. 

9. Populacao ~ 10 15 pessoas; area por habitante - 2 x 10" 2 m 2 (quadrado de -15 cm de lado). 

10. Probabilidade por molecula - (volume de ar por inspiracao)/(Volume equivalente a 
atmosfera em condicoes NTP) ~10~ 22 . Numero total de moleculas por inspiracao ~10 22 . 

11. Diametro angular ~ 0,5° « 8 J x 10" 3 rad. 

12. 1 parsec - 3,26 A.L. - 3,08 x 10 16 m. 

13. Da ordem de 80%. 

14. 1, 45 x 10 9 anos. 

15. (a) d s /d L ~ 19 (Aristarco): (b) 89°51'. 

CAP1TULO 2 

1. 6h 38 min 48s. 

2. Aceleracao media = 0J1 g; distancia = 55,6 m. 

3. Velocidade media = 42,4 km/h; media das velocidades = 50 km/h. 

4. Tempo = 34,7 s; distancia = 2,41 km. 

5. Entre t = 0 e 1 min, 0,21 m/s 2 ; entre t = 2 min e 3 min, - 0,21 m/s 2 . 

6. v=lbf 

2 

7. A 30 km/h, 11,6 m; a 60 km/h, 34,8 m; a 90 km/h 69,6 m. 

8. Sem levar em conta o tempo de reacao do motorista, v min = 38 km/h, v max = 62 km/h; 
levando em conta urn tempo de reacao de 0,7 s, v min = 45 km/h, v max = 51 km/h. 

9. 229 m. 

10. t= 2- 1 + - 

i 4 n 
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RESPOSTAS DOS PROBLEAAAS PROPOSTOS 



11. Intervalo = 0,64 s; velocidade = 6,3 m/s. 

13. (a) 9,8 m/s; (b) 4,9 m; (c) 2,5 m. 

14. 18,5 m. 

15. (a) 92 m; (b) 42 m/s - 150 km/h. 

16. (a) 16,5 km (b) 570 m/s - 2.050 km/h; 133 s. 



CAPfTULO 3 



1. Instante t = ^{h 2 +d 2 )/ v 0 apos o disparo. 

2. (a) 2.080 km direcao e sentido: 38°,4 a 0 da direcao N; (b) 730 km/h, direcao e sentido N; 
(c) 508 km/h, mesma direcao e sentido de (a). 

4. 90° 

5. (a) S. Paulo - Rio: 381 km; Rio - Belo Horizonte: 337 km; S. Paulo - Belo Horizonte: 504 
Km. (b) 504 km, direcao e sentido 42° acima da direcao S. Paulo -> Rio. 

6. (a) 173 m; (b) 35,3° (c) 45° SE. 

7. 10,5m; 124 km/h 

8. (a) 12 m/s; (b) 3,35 m. 

9. (a) 77,7°; (b) 73 km/h; (c) 4 s. 

10. 67,8° 

11 8 = | cos -1 (gA/vi) 

13. (a) 9,56 m; (b) 18,7 m 

14. (a) 28,5°; (b) 3,85 m/s 

15. (a) 45°; (b) 13,9 m/s; (c) 19,6 m. 



16. R 



1 + Vl + W/h) 



17. (a) 17 m/s; (b) 44 m; (c) 51 m; (d) 34 m. 

18. Segundos: 1,05 x 10" 1 rad/s; Minutos: 1,75 x 10" 3 rad/s; Horas: 1,45 x 10"* rad/s. 

19. Rotagao: 427 m/s; 3,1 x 10" 2 m/s 2 = 0,32% g (no Rio de Janeiro). Translagao: 29,7 km/s; 
5,9 x 10 -3 m/s 2 = 0,06% g. 

20. 5,6xl0 5 g 

21. 9 h 49 min 5 5 / lt s; Meia noite. 

22. 1620 rpm; 33,9 m/s. 

23. 9,5 min. 

24. (a) 417 m; (b) Magnitude: 5,68 m/s 2 ; direcao e sentido: 60,3° ao N da direcao E. 

25. 29,9 km/h. 

26. 104 m. 

27. (a) 24 min; 600 m adiante; (b) tanto faz; 30 min. 

28. 9 h 12 min; 32 milhas maritimas. 

29. (a) |v re i| * 85 km/h; direcao e sentido 45° NO; (b) Reta na direcao 45° NO; (c) 1,41 km, para 
t = 1 min. 
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CAP1TULO 4 

2. 1.000 kgf. 

3. Em A: 100 kgf; em B: 273 kgf; em C: 335 kgf. 

4. 9t = 36,9°; e 2 = 53,1°. 

5. T t = 1.960 N; T 2 = 1.697 N; T 3 = 3.394 N; m = 300 kg. 

6. 2,5 x 10 4 N = 2.550 kgf. 

7. 1 grama-forga = 500 vezes o peso. 

8. Da ordem de 10 2 

9. 80 km/h. 

10. 2,6 m. 

11. a = F/(M + m);T = MF/(M + m)->F 

12. (a) a = m'g/{m' + m) « m'g/m; (b) T = mrrigl{m' + m) « m'g 

13. (a) ft) = ->/gtg 0/(d + i sentf); (b) T = mg/cos 0 

CAPfTULO 5 

1. 3,6 m. 

2. 90% 

3. Razao = 2,27 x 10 39 ; Distancia = 2,38 x 10 9 m = 6,2 x (distancia Terra-Lua). 

4. 1,68 x 10~ 7 C. 

5. Mais tempo para descer. 

6. k = 775 N/m. 

7. (a) 1,39 m; (b) 0,56s; (c) 0,76 s; (d) 3,67 m/s. 
111 

8. — = — + — -, comprimento relaxado 2 ] 0 ; (b) k = k^ + k 2 

K A-j A2 

m 7 1 5 t 24 

a i = "^ ; a2= T7 0; a 3=^yfif; T = ^ 

11. Em 1: 1470 N; em 2 e 3: 735 N; Forca = 245 N. 

12. a = 1,79 m/s 2 ; Em 1: 134 N; em 2 e 3: 402 N 

13. Estatico: 0,6; cinetico: 0,5. 

14. 2,35 N; 1,46 s. 

15. 3,54 kg < m < 10,6 kg. 
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16. 29,9 rpm. 

17. 47,8 km/h. 

18. 7,1 cm. 

19. Superior 



m 



3 2, 

g +— © 1 
4 



inferior — V3 
2 



f 2 



i-g 



(0 



critico - 



= -4m. 



20. 44,4°; 4,2 x 10 6 m/s. 

21. 8,8 x 10 6 rad/s; 1,07 m. 

22. y = -0,13m. 

CAP1TULO 6 

2. 4,43 m/s 

3. (a) x - - 9 m, x = 1 m; (c) Lei de Hooke; posicao de equih'brio x 0 

4. a 1 = - g/3; a 2 = 2g/3. 

5. 21,5 cm. 

6. 15,2 cm. 

7. V5 m/s; 2 m/s; V5 m/s; 3 m/s; VlO m/s. 

8. (a) U(x) = ~kx 2 ~-Kx 3 (b) Estavel: x = 0; instavel: x = 2/3 m. 

2 3 

1 2 400 

(c) Para — m< x <-m e £< J 

3 3 27 

2 2 400 

(d) Ilimitado a direita e limitado a esquerda para x > - m ou para x < - m e £ > J 

9. (a)^; (b)x; (c)2^ 



10. v = ^gL/2 

11. r = 2I/-j2m(E-V 0 ) 

12. 0,81 

13. (a) 7,4 cm; (b) o bloco para; (c) 72,5% 

14. cos" 1 (5/8) = 51,3°. 



CAP1TULO 7 

1. W = \i c Pl cos9/(cos9 + ^ c senG). E dissipado pelo atrito, convertendo-se em calor. 

2. Zero 

3. 90° 

4. cos -1 (1/3) = 70,5° 



5. (a) Nuio; (b) v = ^2gR(\~cose) 
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6. 7,59 m/s 

7. (a) Wi = - 20 J; (b) W 2 = 0; (c) nao e conservative F 2 pode ser; 
(d) U 2 = - 10 xy (em J) 

8. (a) F x = - kx, F y = - ky, F z = - F 0 ; (b) Constante para baixo; 

(c) Lei de Hooke, apontando para a origem; 

(d) Paraboloides de revolucao com eixo vertical. 

9. F = - krr; Lei de Hooke, dirigida a origem. 

10. (b) l eq = l Q + V3 mg/k; (c) i min = i 0 ; / max = / 0 + 2V3 mg/k; 
(d) M H S de amplitude V3 mg/k 

12. 2,4km/s. 

13. (a) 4,22 x 10 4 km - 6,6 R T ; (b) 10,3 km/s. 

14. Alavanca: l x = m 2 i 2 ; piano inclinado: m t sen0 t = m 2 sen9 2 

15. (a)\s 2 \ = 2\ Sl \;\v 2 \ = 2\vi\Ab)V5m. 

16. v = ^ + (2P M T)/m 

17. (a) 0,46 m; (b) 85 J; 0,5; (c) volta a subir ao longo do piano. 

18. (a) 7 m/s; (b) 150 g. 

19. (a) 2 m; (b) 0,37 m 



20. (a)h 1= ^/?; (b)cos0 = - 
2 3 



( 



R 



; (b) cos ; (c) sobe de urn angulo a = arc cos 



r 



7 



depois de ultrapassar o ponto mais baixo, volta a descer e continua oscilando. 
21. (a) 8,575 kW ; (b) 2.573 J; (c) Sim. 257 W. 



CAPfTULO 8 



1. 

2. 
3. 
4. 



7. 
8. 

9. 
10. 



3 m/s 

(a) 2,4 m/s; (b) 12 N-s; (c) 240 N « 24,5 kgf. 
(a) 2,6 m/s; (b) 0,49 m. 

(a) 10° a E da direcao N; (b) 0,49 m/s ; (c) 8,86 kg • m/s na direcao E ; (d) 8,86 m/s, de O para 
E. 

Nao. 20 cm. 

O de tras: 9,4 m/s; o da frente: 10,4 m/s. 
0° < 0 < 4,23° ou 85,77° < 9 < 90°. 

(a) 120 m; (b) 8,86 m/s e - 4,43 m/s respectivamente ao mais leve e ao mais pesado na 
direcao horizontal; (c) 2,94 J 

200 m/s, 100 m/s e 173 m/s, na ordem do enunciado. 



'5 11 

k 6'2'6 



, em m. 



11. 



( 



1 1_ 
2'18 



, em m. 
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( 



12. 



0, 



12 



, em m. 



13. (a) 2,43 km/s; (b) 2,33 m/s 2 . 

14. (a) 4 km/s; (b) 20.600 km/h. 

15. (a) 6,83 x 10 4 N = 6,96 x 10 3 kgf; (b] 1,71 x 10 7 W = 2.290 hp. 

16. (a) 59,9; (b) 5,71 J. 

mg h 2 



17. 



I 2 



18. (a) r = Xt; (c) a = - g/4; movimento uniformemente acelerado de aceleracao a. 



19. 
20. 



v[t) = v 0 - \x c gt + v e \n 



m 



M-\it 



J 



(a) V = - mv/M; (b) AX = - pL/Mv; (c) Ax = ml/M; (d) O CM do sistema nao pode deslocar- 
se sob a agao apenas de forgas internas; (e) AX = - EL/(Mc 2 ); (f) Basta comparar (c), (d) e 
(e); a energia E do laser, ao ser absorvida na parede direita, pode ser convertida em 
qualquer outra forma de energia. 



CAP1TULO 9 

1. (a) 49 kgf; (b) 92 kgf; (c) 5.700 kgf; (d) 25.500 kgf. 

2. n 12 = v 2 /v<i; na agua. 

3. (b) v\i = - (m 2 /M) v ri ; v& = [m x !M] v ri ; V ri = v n ; 

(c) V\f = -V\i) vy = ~ V2D V rf = v rf = - v ri ; 

(d) As particulas se aproximam uma da outra, com momentos iguais e opostos; depois da 
colisao, afastam-se uma da outra, com momentos ( e velocidades ) opostos aos iniciais. 

5. (a) v t = (m - m') v/{m + m') < 0; v 2 = 0; v 3 = 2mv/{m + m'}-, 

(b) v t = (m - m'f v/{m + m') 2 <v 2 - 2m(m - m') v/{m + m') z < v 3 = Zmv/{m + m'). 

(a) / = 4X / (1 + X) 2 - / max = 1 (para X = 1). 

2,9 cm. 

60 km/h. 

167 g. 

56,3° ao N da diregao E; 13 m. 
(+ 30°, v 0 V3/2) e (- 60°, Vq/2). 

13. (a) 0,859 v;(b)(- 57,1°, 0,362 v). 

14. (a) 9 = 30°; (b) X = 2; v = uA/3; (c) 9^ = 120°, 0^ = 300°. 

15. (a) 1,2 ± 0,3; (b) ( 3,1 ± 0,4 ) x 10 7 m/s. 

16. 14,5°; 0,4; - 37,8°. 

17. (a) 4,85 MeV; (b) 2,15 MeV; - 37,8°. 

18. Be 9 . 



6. 

8. 

9. 

10 

11 

12 



19. 



6' h 

(a) & e 0? = n - 0i, onde sen — = — ; 

2 2a 
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/ 



(b) (G t = 6{/2, v cos e t ) e 9 2 = - - 9 t , v sen 8 t 



K 



20. F em a direcao de v e sentido oposto, e |F| = 2pv 2 A. 



CAP1TULO 10 

1. 7,35xl0 22 kg 

2. (a) T 2 = 37t/(Gp); (b) 84,3 min; (c) 7,9 km/s. 

4. (a) v = v = ^g p R p (42 - 1); (b) v = 3,3 km/s. 

5. ji « 1,3 x 10 3 kg/m 3 

6. (a) v g * 155 km/s; (b) M g /M s ~ 10 11 . 

7. v e = c. 

8. (a) As forcas apontam para o CM (= centro do triangulo) e tern magnitude V3 Gm 2 /d 2 ; 

(b) co = V3Gm/d 3 . 

9. (b) 50,4 anos; (c) r A - 5,8 U.A.; r B * 14,1 U.A. 



10. v t = m z 



i 



2G 






m 




r 0) 



Vn = TTIa 



1 



2G 



m 



1 1 



r r, 



onde M = + m 2 . 



11 2,39xl0^kgf. 
12. 84,3 min; 7,9 km/s. 



13. ™=i*pG 
m 3 K 



v ■ y 



-47tpG(r - a) para b - a « a. 



14. (a) 



1- 



(a/Rf 



f 



1- 



V 



R 



(b) - -jrpGd , onde d = OO' (campo uniforme) 



15. U=--GM 2 /R 
5 

17. Magnitude f m ^^ /2 , dirigida para o centro O do anel. 



(a' + D d ) 



CAPITULO 11 



2. 
3. 
4. 
5. 
7. 



(b): Estavel: p paralelo a E; instavel: p antiparalelo a E. 
1 = ur x v 

(a) |1| = 420 kg m 2 /s; 1 e perpendicular ao piano da pista; (b) o) = 7,1 rad/s. 

(a) r t = 0,53 x 10~ 10 m; r n = n 2 r i; (b) E A = 13,6 eV; £ n = £ t /n 2 ; (c) v t /c = 7,3 x 10~ 3 - 1/137. 

(a) r 0 = i 2 /(GMm 2 ) ; mv 2 /^ = GMm/rfc E 0 = - GMm/(2r 0 ); 
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(b) E = - GMm/(2a); (c) v 2 = GM 
8. (a) I = ImAIT; (c) 88 dias. 



;(d) e= 1 + 



V 



r a 



2/raTE 



9. (a)V ef (r) = 



ZZ'e 2 mv^b 2 



■ + ■ 



o J 

2r ; 



(b) r 0 = 



ZZ'e' 



o 



1 + 



1 + 



ZZ'e 2 



-.1/2 



10. (a)V ef (r) 



mv 



o 



If 



b + 



2 A 



v 0 J 



;(b)r 0 = b 2 + 



v 2 



11. Interno |L'| = Iv/a, dirigido para o centro da pista; orbital: modulo MvR, dirigido verti- 

calmente para cima; total: L = v^M 2 R 2 + (J/a) 2 , descreve um cone de eixo vertical e 
angulo de abertura 0, com tgG = I/(MRa). 

12. (a) 0,6 m; (b) aumentou por um fator 1,4. 

13. v r = 0, v e = 2v 0 . 

14. (a)2,16rad/s;(b)l,04J. 

15. o centro do quadrado (CM) desloca-se com velocidade constante P/(4m) e o conjunto 
gira em torno do centro com velocidade angular w = |P|/(2V2m#. 

16. O CM apos a colisao, situado sobre o haltere, a 10 cm do disco 2, move-se com velocidade 

dp 1 m/s na riirpran Hp v n p n haltprp rrira pm tnrnn HpIp mm vplnriHnHp annular m — R 



rad/s. 



CAPfTULO 12 

2. (a) |M(a 2 +b 2 ); (b) ^-Mf? 2 

3. (a)|M(r 2 + r 2 ); (b) jM^ + r^) 

4. -Ma 2 
6 

5. —MR 2 
10 

6. 2,2 s. 

7. (a) co«2mv/(MR); (b)l-(2m/M). 

8. (d~^3g / b 
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9. (a) a = m'g / 



, M 
m + m + — 

2 



) 



(b) T= mmg ,, ; T = 



m +m + 



M 



m + 



M 



m + m + — 



V 



10. v 2 =2gh(m'-msen0)/ 



, M 
m + m + — 



11 (a)=|g; (b)T = ^mg; (c)v 2 =2as 



12. a = g 



A m 3 "I 

m' sen 0 / m' + -m 

2 1/1 8 



v 



(b) T = mm'g 



- + sen 0 
4 



f 3 
2m' + -m 

4 



\ 



13. (a)/ = -^-md 2 ; (b)co = 
48 



124 9 A 12 g A 
sen0; <x = — — cos0 



7 d 



7 d 



14. h = R + 



2r 

4 g 



15. (a) 0 = cos 



-l 



= 54°; (b)v 2 = ™g(fl + r) 

1/ 



16. (a)F<^L; (b)a= F[r - Rc0S f ; (c) cos cp = r/R 
sencp ^cm + M^ 

Para q> < <p 0 , o fio se desenrola (o ioio avanca); para q> >(p 0 , o fio se desenrola (o ioio recua); 
para <p = <p 0 , o ioio permanece em equilibrio. 



17 {a)d = -J|-^ ; (b)r = 
18. n = 23,8rpm 



2 v o ^ 5v o 
-— — ; (c)v = — ± 

7^ c g 7 



3 5 

19. (a) Sobre o eixo, a -ft do vertice; (b) Q = -gft/(tofl 2 ); 

3 

(c) |F| = -MQ 2 ft sen0, centnpeta com respeito ao circulo descrito pelo CM; 

(d) Q = 6,1 rad/s; |F| = 0,51 N 

20. F = Mg^d(2R-d)/(R~d) 

21. tg0<2^ e 
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22. d = —l 
m 



( 



(i c cotg G 



V 



1 + 

M 



J 



1 

23. d = - 
2 



V 



.11 1 

1 + - + — + ... + 

2 3 N-l 



CAPfTULO 13 

1. Trajetoria retilinea, movimento uniforme; tempo = i/v 0 (J = distancia inicial; v 0 = velocidade 
inicial). 

2. (a) 0,1 m; (b) 1,26 s; (c) 0,2 m 

3. 17°, para a frente. 

4. - 1,5 m/s 2 (esta freiando). 

5. (a) 0,5 m/s; (b) 2,55 m. 

6. A = g(tg6 + \i e )W - ji e tg6) 

7. z = - (o 2 p 2 /g (p = distancia da superficie ao eixo). 

8. X - 45° N ou 45° S; desvio maximo » 0,1°. 

9. (a) 1,7 x 10~ 3 N; (b) 120 km. 

10. tg 6 = | mGl/(c/?) 2 ; 3 xlO" 3 ". 

11. y~6xl0- 2 . 



